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LV. 

SULLE  SUPERFICIE  D'EGUALE  ATTRAZIONE  *)• 


Annali  di  ^latemntica  pìira  ed  applicatot  serie  I,  tomo  I  (iSjS),  j-p.   379-3S2. 


I .  La  prima  parte  delle  interessanti  ricerche  del  sig.  Dr.  Hirst  sui  corpi  che  eser- 
citano attrazioni  eguali  sopra  un  punto  materiale  fu  pubblicata  nel  t.  XIII  (1857),  p.  305, 
del  «  Philosophical  Magazine  »,  ed  ha  per  iscopo  lo  studio  delle  proprietà  delle  linee 
d'eguale  attrazione.  Nei  lavori  più  recenti,  qui  citati,  l'Autore  considera  le  superficie 
d'eguale  attrazione;  cioè,  denominando  punti  ed  elementi  corrispondenti  di  due  o  più 
superficie  quei  punti  ed  elementi  delle  medesime  che  corrispondono  al  medesimo  raggio 
vettore  (supposto  il  punto  attratto  essere  il  polo'),  considera  quelle  superficie,  gli  ele- 
menti corrispondenti  delle  quali  esercitano  attrazioni  eguali  sul  polo.  Ammessa  la  ordi- 
naria legge  di  attrazione,  osserva  l'Autore  come  questa  ricerca  equivalga  al  problema 
geometrico  :  determinare  la  famiglia  delle  superficie  aventi  la  proprietà  che  i  loro  piani 
tangenti  in  punti  corrispondenti  sono  egualmente  inclinati  al  comune  raggio  vettore. 
Quindi,  supponendo  riferite  quelle  superficie  a  tre  assi  ortogonali,  l'origine  dei  quali  sia 
il  polo,  indicando  con  r  il  raggio  vettore  corrispondente  al  punto  di  coordinate  x,  y,  ;^  di 
una  delle  superficie,  con  0  l'angolo  che  esso  comprende  coll'asse  delle  x,  con  <p  l'an- 
golo che  il  piano  indi\iduato  dal  medesimo  asse  e  dal  raggio  vettore  comprende  col 
piano  xy,  e  con  ^  l'angolo  che  il  raggio  vettore    fa   colla    normali   alla  superficie   al 


*)  Rivista    bibliografica:    Hirst,  'Soie  sur  les  corps  qui  ixirunt  des  attracticns  égales 
sur  un  point  matérUl  [Coiiiptes  rendus  des  séances    de   i'Acadéraie    des    Sciences,    t    XLVII    (1858), 

p.  274];  On  equally  attracting  Bodks  [Philosophical  Magazine,  t.  XVI  (1858),  p.   160]. 
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punto  di  coordinate  -v,  y,  x^,  si  ottiene  la  equazione  alle  derivate  di  quella  famiglia  di 
superficie  : 

essendo  /(O,  o)  una  funzione  data  dagli  angoli  0,  o  ;  la  quale  equazione,  indicando  con 

e  una  costante  e  ponendo  u  =  log  — ,  riducesi  alla 

'^  e 

«  (II) +s^(lf  )"=/('.'')■ 

Analogamente,  per  una  seconda  superficie  dello  stesso  gruppo  si  avrà  : 

e  quindi  per  due  superficie  (;<),  («  J  d'eguale  attrazione  : 

^-'  V^V        sen^eVdo,'  ~\d^J^  sen^0\5o/  " 

2.  Se  con  iV  si  indica  l'angolo  compreso  dalle  normali  al  punto  di  coordinate  x, 
y,  7^  della  superficie  (h)  ed  al  punto  corrispondente  della  superficie  (it,),  si  ha  : 

,         ,    r      ,    8</5h,    ,        I      dHdu~\ 

COS  A    =  COS  0  COS  V    I    I   +  ^-r  -^  -\ Tu   ^T"  3"^      ; 

'  '  [_      '    d  y  a  y         sen  0  do  a o  J 

dunque  il  coseno  dell'angolo  v,  che  i  piani  passanti  per  ciascuna  delle  normali  e  pel 
raggio  vettore  fanno  tra  loro  (piani  denominati  dall'Autore  uoniiali-veitùn),  sarà  dato 
dalla  formola  : 

COS  A"  —  COS  ò  COS  ò , 


seno  sen  o^ 
o  sostituendo  : 

^^^  '^°^ "  ~  tang ò  tang  J/,  |_^  56"  +  ^^^  do 'd^j " 

L'Autore  considera  dapprima  i  due  seguenti  casi  particolari:  i"  quando  per  le  due  su- 
perficie d'eguale  attrazione  («),  (»J  sia  l'angolo  v  =;  o  od  =  -;  2°  quando  sia 
V  =  -^ .  Nel  primo  caso  la  (3)  dà 

da  dii^  d II  d  1!^ 


SULLE    SUPERFICIE    D  EGUALE    ATTRAZIONE. 


e  quindi  per  la  (2)  ti  =  +  », ,  ossia  log  —  =  +  log  —^  ;  si  hanno  così  due  specie  di 

superficie,  cioè  :  le  simili  per  le  quali  -^  ^  — ^ ,  e  le  reciproche  per  le  quali  —  =  --^. 

Nel  secondo  caso  la  (3)  dà 

du  d  11^  j^      I      dti  dii^  

dOTO"  ~f"  sen'  Od^~d^  "  °' 

ossia,  ponendo  w  =  log  tang  y  6,  per  due  superficie  di  eguale  attrazione  a    piani   nor- 
mali-vettori ortogonali  si  avranno  le  equazioni  : 

,  ,  /du\^  ,    /diiY      /diiV',    /dnV  dndii      ,    dada. 

Da  queste  deducesi  : 

8/(, ,du  5h_ dii 

d^ii     ,    d'u 


quindi  : 

ed  integrando  : 


essendo  F,  F,  due  funzioni  arbitrarie;  e 

ossia,  dovendo  essere  u,  m,  reali,  indicando  con  ).,  y-  due  nuove  funzioni  arbitrarie  si 
Otterranno  le  seguenti  equazioni  generali  delle  superficie  (/(),  (/(,)  : 

2  n    =  l{c.  +  io)  +  ).(co  -  io)  +  ,[;.(«  +  io)  -  (.(0.  -  i^)], 

2  «.  =  ±  i\l{i.  +  IO)  -  >.0o  -  io)  +  z[;.0o  +  io)  +  ..(co  -  to)]\. 

Ponendo  2v  =  it  -f-  ", ,  2^,  ^  «  —  «, ,  la  prima  delle  equazioni  (4)  può    scriversi: 

doj  dio  ~^  dodf    ~°' 

la  quale  ha  la  forma  della  seconda  delle  (4).  Quindi,  se  le  due  superficie  («),  (mJ 
sono  di  eguale  attrazione,  le  due  (v),  (y^)  sono  a  piani  normali-vettori  ortogonali,  e 
reciprocamente.  Siccome  poi:  u  :=  v  -\-  i\,  11^  =  v  —  t\,  la  seconda  delle  (4)  dimo- 
stra che,  se  le  superficie  (h),  (;;,)  sono  a  piani  normali-vettori  ortogonali,  le  superficie 
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Qu'),  ('yj  sono  pure  di  eguale  attrazione.   Se   supponiamo  v  =  log  —  ,  v^  ^=  log  — 
si  avranno  fra  i  raggi  vettori  di  queste  quattro  superfìcie  le  relazioni  : 


5.  Se  supponesi  che  l'angolo  ò  sia  funzione  della  sola  variabile  0,  l'equazione  (i) 
delle  superficie  d'eguale  attrazione  diventa  : 

(dn 


m+MUh^^'^- 


Ponendo  per  brevità  p  ^  ^,  g  =  — ,  l'integrazione  di  questa  equazione  alle  derivate 
parziali  dipende  dalle  seguenti  alle  derivate  ordinarie  : 

rfA''^^         .  rbs^'?  1  rb\'^P  .cose  I  da 

le  quali  integrate  danno,  oltre  la  proposta,  le  tre  : 

</  =  «,        ?  -  r-(^)  =  li,        «  -  K^)  -  =^1^- W  =  Y, 
essendo 

quindi  l'equazione  generale  di  quella  famiglia  di  superficie  si  otterrà  dalla  eliminazione 
della  a  dalle  due  equazioni  : 

(5)  n  =  K6)  -  ^-^^  +/(a)  -  a/' (a),  0  =  ;^  +  ?  + /' (a)  . 

essendo  /(y-)  una  funzione  arbitraria  di  a. 

Da  questa  equazione  deduce  l'Autore  la  singolare  proprietà,  che  :  se  //  ^  A  (0,  cp) 
è  il  risultato  della  eliminazione  della  a  dalle  medesime  per  una  determinata  forma  di 
/(a),  sarà 

il  risultato  dell'eliminazione  della  x  da  quelle  equazioni,  quando  in  luogo  di  /(x)  pon- 
gasi nelle  stesse /(x) -}- ca.  Cioè:  una  superficie  della  famiglia  che  si  considera  può 
tarsi  ruotare  in  un  modo  qualunque  attorno  l'asse  delle  .v  senza  che  venga  ad  alterarsi 
la  sua  proprietà  d'attrazione. 
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L'Autore  applica  da  ultimo  le  equazioni  (5)  alla  trattazione  di  alcuni  casi  partico- 
lari, fra  i  quali  è  principalmente  rimarchevole  il  seguente  :  determinare  la  famiglia  delle 
superfìcie  che  attraggono  il  polo  egualmente  ad  un  piano  perpendicolare  all'asse  delle 
X.  L'equazione  generale  delle  medesime  deducesi  evidentemente  dalle  (5)  ponendo  in 
esse  p  (6)  =  tang  0. 


[R.]. 


LVI. 

DEI  CRITERI  PER  DISTINGUERE  I  MASSIMI  DAI  MINIMI  VALORI 
DI  UNA  FUNZIONE  *)• 


AmiaU  di  Mateìiuitiea  pura  fd  applicaUif  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp.  61-64. 


È  noto  che  la  ricerca  dei  criterj  per  distinguere  i  massimi  dai  minimi  valori  di 
una  funzione  <p  (a',  ,  .v^ ,  •  •  •  -v„)  equivale  a  quello  di  determinare  quali  condizioni  deb- 
bono verificarsi  perchè  una  funzione  quadratica 

nella  quale  le  A^ ^  sono  quantità  date,  e  le  h^,  ;/,,  .  .,  quantità  indeterminate,  sia  sem- 
pre positiva  o  negativa  qualunque  sieno  i  valori  delle  u^,  u^,  ...  Supponiamo  che  le 
variabili  x^,  x^,  ...  -v,,  non  siano  fra  loro  indipendenti,  ma  legate  da  m  equazioni;  le 
indeterminate  ii^,  ;<,,  ...  risulteranno  pure  legate  da  m  equazioni  lineari: 

/    a^,^  u^  -j-  a^jt,  -|-  .  .  .  -j-  flj^_^  M,,  =  0, 
d')  '    ^2,:  "i  +  '^2,2 "2  +  •  •  •  +  ^2,«  w„  =  O) 


'^».,i"i  +  ^..-,2  "2  +  •   •   •  +  ^„,,„"„  =  o> 
nelle  quali  le  a^_^  sono  quantità  date. 

Per  ridurre  la  forma  U  a  contenere  soltanto  le  n  —  in  indeterminate  ii 


*)  Rivista  bibliografica:    Richelot,    Bcnuikungen  \itr  thcorie  eh. 
[.\strono.iiische  Xachrichten,  t.  XLVIII  (185S),  p.  273]. 
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...  M„  indipendenti,  osserviamo  che  la  forma  stessa  può  scriversi  : 

Ora,  indicando  con  H  il  determinante  : 

a,  ,      fl, ,     ...      a, 


e  con  H^  ^  il  determinante  che  ottiensi  dal  superiore  sostituendo,  agli  elementi  a^,., 
a^^,  ...  «„,^  di  una  colonna  del  medesimo,  le  quantità  a^^,  a,^,  ...  a„,^,  dalle  equa- 
zioni (i)  si  deducono  le 

-  Hu^  =  //,  „,^,  »,„^,  +  //,  „,^^  «„,^^  _^  .  .  .  _|_  H^„  u„ , 

—  Hu^  =  //^  ,„^,  «„,^,  +  i/,  „,^^  K„,_^  _)_...  _|_  if^  __  „_ , 


//m,_,  =  H„_,„^,u,„^,  +  //„,,,_,«„,. 


+  '^^.„  «„  : 


per  cui,  ponendo 


C,.    =    ^Y  ^M-  ^..  ^.V  >  Ks    =    ^  Ar  ^..  > 


si  ottengono  le  seouenti  relazioni  : 


e  la  funzione  quadratica  U  trasformasi  nella 

posto  per  brevità 

Supponiamo  ora  che  mediante  una   sostituzione   lineare   siasi   trasformata   la    funzione 
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quadratica  (2)  in  un'altra  la  quale  contenga  i  soli  quadrati  delle  nuove   indeterminate, 
cioè  nella 

P„,^i K+,  +  P,„^2 K,^i  +  •  •  •  -{-  P„K- 

È  chiaro  che   i   criterj    richiesti   saranno   o   l'un    sistema    o    l'altro  delle  n  —  ni  disu- 
guaglianze : 


(3) 


.„,..$ 


/',„.. 


> 


p.i' 


e  che  per  la  proprietà  delle    forme    quadratiche    denominata   da    Sylvester  legge  d'i- 
ner:^ia,  soddisfatte  le  une  o  le  altre  di  quelle  disuguaglianze  per  una  trasformata,  lo  stesso 
avrà  luogo  per  un'altra  qualunque. 
È  noto  che,  posto 


la  funzione  quadratica  (2)  si  può  trasformare  nella  seguente  : 


^<..  +  l^<..+ 


essendo 


I  criterj  (3)  diventano  per  questi  trasformata  i  seguenti 

()  ^      \...>0,      A_>0,      A,„.^>0,... 

(    \,^.  <o,     A„,^^>o,     A„,^,  <o 
Ora,  la  espressione  a^_^  eguagHa  il  determinante 
o        0         .  .  .     o        a,  ,      (2,  , 


(-0"-"'\>o, 


a'     a 


quindi,  per  un  noto  teorema  nella  teorica  dei  determinanti  *),  si  avrà  : 


*)  Vedi  il  mio  opuscolo:  La  teorica  dei  determinanti,  e.cc.,  pag.  100. 
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H='"-"-"Z), 


posto 


O         0 
O  0 


O         0 


a,  „     a^_ 
Se  da  ultimo  osserviamo  che 


A,,     A.. 


d\ 


ossia,  pei  valori 

di  "■„  „,  ='-„_,  „_,  , 

A        -    ^^ 

si  avranno  le 

d\ 


BA. 


H'-^D, 


.  dP 
dA_ 


Wf 


d'D 


dA,,dA,_,„J 


essendo  p  =^  n  —  ;«  —  i  ;  ed  i  criterj  richiesti  saranno  formati  col  determinante  D  ed 
n  —  m  —  I   determinanti  minori  principali  del  medesimo. 

Gennajo  1859. 


[L.]. 


LYll. 
INTORNO  AD  UNA  FORMOLA  DI  INTERPOLAZIONE  *)■ 


Aiutali  di  ^Tateinati^a  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp. 


Nel  tomo  I  di  questi  Annali  (pag.  182)  **),  mediante  alcune  note  proprietà  dei 
quozienti  e  dei  denominatori  delle  ridotte  di  una  frazione  continua,  ho  dedotto  dalla 
formola  di  interpolazione  di  Lagrange  una  formola  di  interpolazione  enunciata  dal 
signor  TcHÉBYCHEF  nel  t.  LUI  (1857),  p.  286,  del  giornale  di  Crelle.  In  quell'articolo 

ho  considerato  la  frazione  continua  die  ottiensi  sviluppando  la  frazione  V^ ,  essendo 

?W'  /W  '^^^  poUnomi  dei  gradi  n  —  i,  n.  Ma,  se  indichiamo  conf;. (.v)  un  polino- 
mio di  grado  qualunque,  il  quale  non  venga  annullato  da  alcuna  delle  radici  x, ,  x^,  ...  x^ 
della  equazione  /(.v)  =  0,  e  poniamo 

/(x)         ^°  +  /(x)  ' 
si  avrà  ^(.v)  =:  y-(Vj),  e  la  formola  di  interpolazione  ottenuta  nel    detto    articolo   di- 


*)  Rivista  bibliografica:  Tchébychef,  Sur  la  fractions  continues  (Traduit  du  russe  par 
M.  I.-J.  BiENAYMÉ)  [Journal  de  Mathérnatiques  pures  et  appliquées,  s.  II,  t.  Ili  (1858),  p.  289]. — 
Hermite,  Sur  rinUrpolalion  [Coraptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVIII 
(1859),  P-  62]. 

*•)  [L:  tomo  I,  pp.  325-327]- 
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verrà  la  più  generale  : 

+  (-  ir'«.,A,_,(-v)5:K-v>)A,_,(o|r^> 

nella    quale    le    a,  ,  a, ,  ...  ;    D,  ,  D^,  .  . .    sono    i    coefficienti  della  .v  nei  quozienti 
5, ,  ?2 ,  • . .  ed  i  determinanti  delle  ridotte  della  frazione  continua 

K^)-,+ ^ 


?■  + 


quali  non  differiscono  da  quelli  delle  ridotte  della 

?(-v-)  _ 
/(■v) 


?.+ 


?.+ 


Notiamo  che  in  questa  formola  si  è  supposto  in  generale  il  grado  della  funzione  (y  (x) 
essere  <  h  ;  che,  se  indichiaiTiO  con  m  <;  h  il  grado  della  medesima,  essendo  in  que- 
sto caso 

si  avrà  : 

^^^    (  «.v)  =  ^2i«.v,)|;^ì->,A(«)SA(-v,)«-o|ig+... 

(  +  (-  ■  )-  =•.„,  A.  (v)  5;  D.  (,.)  1  (.V,) tfei  . 

Il  problema  propostosi  dal  signor  Tchébychef  nella  Memoria  citata  è  il  seguente: 
«  Supponendo  conosciuti  i  valori  di  una  funzione  <{/  (x)  per  x  ^=  a-,  ,  x^,  ...  a'„  ,  rap- 
«  presentare  approssimativamente  quella  funzione  per  un  polinomio  del  grado  m  non 
«  >  n,  in  modo  che  la  somma  dei  quadrati  delle  differenze  tra  questo  polinomio  e 
«  '^(^x),  moltiplicate  ciascuna  per  numeri  dati,  sia  un  minimo  ».  Se  questi  numeri  si 
suppongono  essere  i  valori  di  una  funzione  intera  0  (a-)  corrispondenti  ad  x  =  x, , 
Xj , . . .  A„ ,  il  secondo  membro  dell'equazione  (i),  nella  quale  pongasi  y.  f.v)  =  6'  (.v)/'  (x), 
è  il  polinomio  richiesto. 

Ma  senza  ricorrere  alle  proprietà  delle  frazioni  continue  si  può  risolvere  il  pro- 
blema superiore  direttamente  nel  modo  seguente.  Sieno  9o(a),  o^  (a),  . . .  9„(x)  in  -\-  i 
polinomi  di  gradi  non  >  di  m,  e  suppongasi  : 
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I  coefficienti  A^,  A^,  ...  pel  dato  del  problema  dovranno  essere  tali  che  risulti  un  mi- 
nimo la  espressione  : 

5:[K-v,)-^4„?o(-v.)-^.?.(--,)-  •••  -4„?,„Cv,)rexA-,); 

per  cui,  se  supponiamo  che  le  funzioni  9„(.\-),  9,  (-'^'))  ■••  soddisfino  alle  equazioni 

(3)  Y"^' (■"■) ?■  ("■^ '^"' ^■'■')  =  ° '    5: ?^ (•^■■) ^^ (•^■')  =  ^  ' 

si  avranno  le 

A^  =  ^K-v,)?„(-v)f)^(-v.),       ^,  =  5lK-v.)?,(^-,)'*X-v,),  •  ■  •  . 

È  ora  facile  il  vedere  che  le  equazioni  (3)  determinano  completamente  le  funzioni 
?  (^)>  ?i  (-^')'  •  •  •  allorquando  suppongansi  essere  i  gradi  delle  medesime  o,  i,  2,  ...  m. 
Infatti,  supponiamo  : 

Se  nella  prima  delle  (3)  poniamo  5  =  o  si  ha  : 

(4)  5:?Xv.)''X-,)  =  o; 

così,  ponendo  s  =  1   ottiensi  : 

e  per  la  (4)  : 

per  cui  continuando  si  avranno  le 

Ora,  ponendo 

queste  equazioni  equivalgono  alle 

Pr.r^0+Pr-,,rS,  +      •••     +         i'o,.^.    =    0, 


Pr.r^r  +  P.-,..^,..,    +     •  •   •     +  Po.r^.r       =  p- 
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quindi,  indicando  con  8^,  A^(a)  i  determinanti 


si  avranno  le 


dalle  quali  : 


Per     '- 


?.(-^0 


\'^^r 


Sostituendo  nella  (2)  per  A^,  A^,  . . .  i  valori  trovati,  e  per  9^  (a),  9,  (a-),  . . .  i  valori 
dati  da  quest'ultima  equazione,  si  ha  la  formola  cercata,  la  quale  non  differisce  dalla  (i), 
come  si  può  dimostrare  mediante  alcune  note  relazioni.  Vedi  la  mia  Memoria  :  Intorno 
ad  alcune  quistioiii  d'Algebra  superiore  [Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  t.  V 
(1854),  pp.   301-312]  *). 


Pavia,  Gennajo   1859. 


[G.]  [L.]. 


*)  [XX:  tomo  I,  pp.  127-142]. 


LVIII. 
SULLE  LINEE  DI  CURVATURA  DELLA  SUPERFICIE  DELLE  ONDE  *)• 


Aniiati  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp.   ISS'U^- 


Sieno  /,  m,  n,  <p  funzioni  di  due    parametri   indipendenti   /(,    v.    Considerando    la 
superficie  inviluppo  del  piano  : 
(i)  /.v+ «)'  +  «;(;  =  ?, 

trovasi  facilmente  che  per  quella  superficie  le  due  famiglie  di  linee  n  =  cost.,  v  =  cost. 
sono  a  tangenti  conjugate,  se 


(2) 


/ 

in 

n 

? 

di 

dm 

dn 

d? 

die 

di; 

dTc 

dT. 

di 

dm 

dn 

d? 

J-v 

dV 

d^ 

a^ 

d'I 

d'  m 

d'n 

a> 

dudv 

dudv 

dudv 

dudv 

=  o  , 


*)  Rivista  bibliografica:  Zech,  Die  KrmnmungsUnic  der  IVdUnflàche  iweiaxiger 
KryslalU  [Journal  fiir  die  reine  und  angewandte  Mathemalik,  t.  LIV  (1857),  p.  72].  —  Cayley,  On 
the  wave  Surface  [The  Quarterly  Journal  of  Mathemadcs,  t.  Ili  (1860),  p.  16].— Bertrand,  Note  sur 
la  surface  des  ondes  [Cotnptes  Rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVII  (1858), 
p.  817]. 


^•'^      •■    -,., 
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e  che  le  linee  di  una  famiglia  sono  ortogonali  a  quelle  dell'altra,  se 

I  ,,,    ,       ,    ,      ^^/dl  di    ,     dm  dm    ,    d>idn\ 

\       C^-  +  '«-  +  «)(a^a-+^j^  +  5^a^) 

}  /.a/     ,        dm     .       dn\  (.di     .        dm     .       d  ,i\ 

Quindi  le  linee  ti  =  cost.,  v  =  cost.  sono  linee  di  curvatura  della  superficie  inviluppo 
del  piano  (i)  allorquando  le  /,  ;«,  u,  o  soddisfino  le  equazioni  (2),  (3). 
Supponiamo 

(4)  P+,„=_|-,,^=I,  0    =   „; 

si  avranno  le 

,dl     ,       dm    ,       dti  do 

dv  dv     '       dv  dv 


di  di        dm  dm        diìdn 
d^idl''^dli'Jv~^dT,dT' 


cioè,  se  /,  m,  11,  o  soddisfano  le  equazioni  (4),   le   condizioni    necessarie   e   sufficienti 
perchè  le  hnee  n  =^  cost.,  v  =  cost.  sieno  linee  di  curvatura  sono  le 


.di     .        dm 
dii    '       dii 

.       dn 
'       dii 

iquazic 

:ni    (2), 

(3)  diven 

d  in 

dn 

dv 

dv 

d^  m 

d'n 

Idiid  V 

dud  V  1 

I       3^/             I       d^m 

I       d^  n 

di  du  dv        dm  dii  dv 
dv                    dv 

dndndv 
dv 

(5) 

Ora  è  noto  (La.mé,  Lecons  sur  la  Tbéorie  mathématiqiie  de  l'élasticité  des  corps  solidcs, 
pag.  243)  che,  supponendo 

W    '-(^^_i^)(,^_,^).    '»-(/,^_,^)(i^_,^)'    "-(,^_,^)(,=_/,=y     T--». 

la  superficie  inviluppo  è  la  superficie  delle  onde;  ma  questi  valori  evidentemente  non 
soddisfano  alle  equazioni  (5),  quindi  le  linee  h  ^  cost.,  -j  ^  cost.  non  sono  linee 
di  curvatura  per  quella  superficie. 

Pavia,  Febbraio  1859. 

[R.]. 


LIX. 

SOPRA  UNA  NUOVA  ESPRESSIONE  PEL  RISULTANTE 
DI  DUE  EQUAZIONI  xVLGEBRICHE  *)• 


AiiimU  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp.  262-264. 


Il  signor  BoRCHARDT  nell'articolo  qui  citato  dà  una  elegante  soluzione  del  se- 
guente problema  : 

«  Supponendo  noti  i  valori  di  due  polinomi  9  (.v),  •}  (.v)  dell'ennesimo  grado,  cor- 
«  rispondenti  ai  valori  a^ ,  a, ,  ...  a,,  della  x,  determinare  in  funzione  delle  quantità 
«  «pC^-o),  ?(«,),  •  •  •  ;  "vC^j  't'C^'i))  •  •  •  il  risultato  della  eliminazione  della  .v  dalle  equa- 
«  zioni  0  (.v)  =  o,  'l  (.v)  ^=  0  ». 

I.  È  noto  **)  che,  posto 
il  risultante  delle  equazioni  9  (x)  =  0,  ò  (.v)  =  o  è  il  determinante  : 


*)  Rivista  bibliografica:  Borchardt,  Uebir  ein  die  Eliminaiion  hctreffendes  Problem 
(Monatsbericht  der  Akademie  zu  Berlin,  Mai  1859,  P-  ì7^)- 

**)  Questo  teorema  è  dovuto  a  Cavley.  Vedi:  Sylvester,  Oh  a  Thiory  of  the  sy^ygetic 
relations  of  two  rational  integrai  Functions  [Philosophical  Transactions,  voi.  CXLIII  (1853),  Part  III, 
p.  516]. 

.R.oscai,  .omo  II.  5 
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Si  indicliino  con  .\-, ,  x^,  ...  .v„  n  quantità  qualsivogliano,  e  ponendo  per  brevità 
dal  prodotto  del  determinante  A  pel  determinante 


X 


I        -V, 


si  avrà  : 


Indicando  con 


\X  = 


A,-,G^-,)  A,-,GO    •  •  •  A-GO 


>'i  »  }':  '  •  •  •  J.:  ''^^''^  "  quantità,  e  con   Y  il  determinante   formato   con 
esse  come  X  lo  è  colle  .v, ,  .v, ,  ...  .v,^  ;  moltiplicando  quest'ultimo  determinante  per  Y 
si  ottiene  : 
(I)  ^XY  =  Y^±  F(.v.,  v.)f  (.v„  ).,)  ...  F(.v,„  ;•„]. 

2.  Sia 


si  ha,  come  è  noto 


/(x)  =  (x-O(^-.,)...(^-.0; 


(-.) 


^C^)=/(^)5(7^^Sk).     v(.)=/W5i(^^r§j^; 


quindi 


x^-oO  =  i/Gv)/(v)5;2:/ferfe-(7 


?(0H0-?(0^(0 


Da  questa  espressione  di  F(.v,  v)  si  deducono  facilmente  le 

nell'ultima  delle  quali  la  sommatoria  non  comprende  il  termine  per  cui  s  ^  r.  Ponendo: 
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/'(0/'W(-.-0 


si  avrà  per  la  prima  delle  (2)  : 


F(«.,  O 


e  per  la  seconda  : 

Sf'  ('■o)  +  (ri)  +  0-2)+  ...  +(r,0  =  o 

per  r  =  o,  I,  2,  . . .  «. 

3.  Se  nella  equazione  (i)  poniamo 

-v,  =  j,  =  a^ ,     .v_,  =  Vj  =^  a^ ,      ...     .v„  ^  j^,  :=  a,^ 
ed  indichiamo  con  II  (r., ,  a, ,  ...  zj  la  espressione 

si  avrà  : 

AlP(a,,  a^,  ...  a,)=2[[±  fC'',,  ''■,)^(''-.,  ^)  •••  f(^„,  «„)] , 
e  sostitaendo  : 

Air(.,, .,, ...  a,)=r(a.)r(..j  ...r(oXt±(iO(22) ...  o/«)j, 

e  quindi  : 

A  =  lP(a„,   a.,   a^,   ...   a„)  j;  [+  (l  l)(2  2)   ...   („;,)]; 

nella  quale  formola  è  contenuta  la  soluzione  del  problema. 

Questa  formola  comprende  quella  di  Eulero  come  caso  particolare;  infatti,  sup- 
ponendo che  le  a,,  a,,  ...  a__  sieno  le  radici  dell'equazione  il/(x)=:0,  dalla  (3)  si  ha 
{ì- s)  =  0  per  tutti  i  valori  di  r,  5  maggiori  di  zero  e  disuguali;  quindi  la  (4)  darà 
(r  r)  =;  —  (r  o)  e  la  formola  superiore  riducesi  alla 

A  =  (_  i)"n^(a„,  a,,  ...  a,)(io)(20)  ...  {rio), 

ed  osservando  che  per  la  (3),  supposto 

.K.v)  =  -^(-v-OGv--.)  •••(^-0, 
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si  ha 

si  otterrà  la  nota  formola  : 

[G. 


LX. 

OSSERVAZIONI  SOPRA  UNA  QUISTIONE  TRATTATA 
DAL  SIC.  COMBESCURE  *)• 


iniiali  ili  3Tateìiiaticn  pura  cit  applictita,  scric  I,  tomo  II  (iSs;),  pp.  285-287. 


I.  Dall'interessante  lavoro  del  signor  Combescure  risulta  che,  considerando  il  punto 
di  coordinate  x,  y,  ;^  della  superficie  delle  onde,  ed  indicando  per  quel  punto  con  r 
il  quadrato  del  raggio  vettore,  e  con  p  il  quadrato  della  lunghezza  della  perpendicolare 
al  piano  tangente,  la  equazione  fra  quelle  variabili  delle  linee  di  curvatura  della  super- 
ficie medesima  è  la  seguente  [vedi  equazione  (5)]  : 

'd, 
essendo 


(0        ?(P)(ÌJ^)  +  ?('-)  +  f[9'ÌP)P(P  -  '•)  -  9(pX3P  -  0]^  =  0, 

9(0  =  e -'00- '00 -0- 

Dalla  equazione  superiore  si  passa  facilmente  alla 

e  da  questa,  sostituendo  alla  variabile  r  la  variabile  co  legata  alla  prima  dall'equazione: 

ioJp-_A^p=^ 


*)  Combescure,  Sur  Us  lignes  de  conrhiire  de  la  surface  des  oiules  [Annali  di  Matematica  pura  ed 
applicata,  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp.  278-285J. 


22  OSSERVAZIOXI    SOPRA    UNA    QUISTIOXE    TRATTATA    DAI,    SIG.    COMBESCURE. 

alla 

nella  quale  si  è  posto  per  brevità  ò(/')  =  Vp9ÌP)- 

2.  Indicando  con  T, ,  F^  le  due    velocità    di  propagazione   di   un'onda   piana,   e 
con  1,  [j.,  V  i  coseni  degli  angoli  che  la  normale  alla  medesima  fa   cogli  assi,   si   può 
considerare  la  superficie  delle  onde  come  la  superficie  inviluppo  del  piano  (Lamé,  Tbéorie 
de  l'Élasticité,  pag.  242)  : 
(3)  >^-v  +  y-3'+v^=^''.- 

Poniamo  11  =  Tf,  v  =  T";  l'equazione  (3)  dà  evidentemente  p  =  ti,  ed  essendo  come 
è  noto  (Lamé,  pag.  243)  : 

nelle  quali  : 

p-        ?(") 


(t- -«)!/" 
ed  osservando  che  [Lamé,  pag.  23S,  equazioni  (37),  (39)]: 

j,    y     e      ^''       ^  —  " 

Il  —  a  '  (il  —  a)-         9  (m)  ' 

si  avrà  : 

/(  {V  -  II) 

Le  variabili  r,  p  sono  quindi  legate  alle  //,  v  dalle 
,        ?(") 

Da  queste  si  deducono  le  relazioni  : 

hip)       {ti-v)]ni 

ossia,  ponendo 

(»-^t/?7^ 

M") 

le  seguenti  : 
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Ora,  sostituendo  questi  valori  nella  equazione  (2)  si  otterrà  l'equazione  fra  le  variabili 
u,  V  delle  linee  di  curvatura  della  superficie  delle  onde;  ma  questa  equazione  eviden- 
temente è  dell'identica  forma  della  (2);  dunque  si  ha  la  singolare  proprietà,  che  so- 
stituendo, neDa  equazione  (i)  del  signor  Combescure,  ordinatamente  alle  variabili  r,  ]) 
le  variabili  v,  11,  l'equazione  risultante  è  quella  della  linea  di  curvatura  della  superficie 
delle  onde  fra  queste  ultime  variabili. 

Ponendo  per  brevità      ,  ^^ — ^  =  k  si  hanno  per  i  valori  delle  coordinate  .v,  v,  z, 

di  un  punto  qualunque  della  superficie  delle  onde  in  funzione  delle  quantità  r,  p,  le 
formole  seguenti  : 


essendo 

■r--P 


Paua,  novembre  1859. 


[R.]. 


LXI. 

SULLA  RIDUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  ISOPERIMETRICHE 
ALLA  FORMA  CANONICA  *)• 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applitsata,  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp.   i;;-;;; 


È  noto  che  mediante  le  trasformazioni  delle  equazioni  della  Dinamica,  dovute  a 
Lagrange,  ad  Hamilton,  a  Jacobi,  la  soluzione  dei  problemi  della  Dinamica  è  ridotta 
alla  integrazione  di  un  numero  doppio  di  equazioni  differenziali,  ma  del  primo  ordine 
e  di  una  forma  particolare  denominata  forma  canonica;  od  alla  integrazione  di  una 
equazione  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine  non  lineare.  La  Dinamica  teoretica  deve 
molti  dei  suoi  recenti  progressi  a  quelle  trasformazioni  **).  Le  equazioni  della  Dinamica 
potendo  considerarsi  come  un  caso  particolare  delle  equazioni  isoperimetriche  offrivasi 
spontanea  la  ricerca  di  analoghe  trasformazioni  per  queste  ultime  equazioni.  Il  signor 
OsTROGRADSKY  in  Una  lunga  memoria,  poco  conosciuta,  «  Sur  les  équations  différentielles 
relatives  au  problème  des  isopérimetres  »  [Mémoires  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg, 
t.  VI  (1850),  p.  385]  occupatosi  pel  primo  di  questa  importante  quistione  giunse  a 
porre  quelle  equazioni  sotto  la  forma  canonica  (pag.  403)  ed  a  ridurre  la  integra- 
zione delle  medesime  a  quella  di  una  equazione  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine 
non    lineare    (pag.    445).    In    una    nota    pubblicata  negli    Atti    della    Società   Itahana, 


*;  Rivista  bibliografica:  Richelot,  Sur  la  théork  des  fonctions  elliptiques  et  sur  les 
équations  différentielles  du  calcul  des  variations  (Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Hermite)  [Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLIX  (1859),  P-  641]. 

*•)  Vedasi  il  diligentissimo  rapporto  del  sig.  C.wley  :  On  the  Recent  Progress  0/  Theoretical 
Dynamics  [Report  of  the  ayb  Meeting  of  the  British  Association,  1857]. 
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[t.  XXV  (1855),  p.  155]  «  Sui  criteri  di  ititegrabililà  delle  fiinxioni  e  sulle  equa:{ioni 
isoperi mdriche  »  ho  dimostrato  come  la  riduzione  delle  equazioni  isoperimetriche  alla 
forma  canonica  si  possa  ottenere  molto  semplicemente  mediante  una  effettiva  trasfor- 
mazione di  quelle  equazioni.  Credo  opportuno  di  ripubblicare  in  questi  Annali  quella 
dimostrazione  con  alcune  variazioni,  giacché  i  risultati  comunicati  dal  signor  Richelot 
al  signor  Hermite  nella  Lettera  citata  coincidono  con  quelli  dell'OsTROGRADSKY. 

Indicando  con  /  la  variabile  principale,  con  a:,  ,  .v^ ,  ...  .v„  in  funzioni  della  me- 
desima e  con  V  una  funzione  di  /,  di  .v^ ,  x^,  ...  .y„,  e  disile  loro  derivate  rispetto  a 
t,  x[,  x",  . . .  -v*'"';  x[,  -v",  . .  .  .\','"';  . . .  .\'„,  x'^,  . . .  x'^'"\  è  noto  che  le  equazioni 
isoperimetriciie,  quali  vengono  date  dal  calcolo  delle  variazioni,  hanno  la  forma  : 

dV        /dVV  ,    /dV\"  .    ,        .„/dV  V"' 

nella  quale  si  è  fatto  per  brevità  a^  =  n.  Posto 

si  ha  evidentemente  il  gruppo  di  equazioni  : 

Se  si  moltiplicano  ordinatamente  queste  equazioni  per  x^"*'\  x^"\  ...  a',  e  si  sommano 
le  equazioni  risultanti,  si  ottiene  la 

Il  [?.„-.-<■'  +  ?.„_.-<"-"  +  •  •  ■  +  ?.o-v:]'  =  ^'  -  ^  ' 

od  indicando  con  T'  il  primo  membro  di  questa  equazione  : 

dt 

Notisi  che  la  equazione  (i),  essendo  alle  derivate  dell'ordine  (2  h)"",  conterrà  in  ge- 
nerale le 

.\%,  xl,  x" ,  . . .  x["'~^^; 
sostituiamo  alle  n  quantità 

.v';",  A-r",  ...  A-r-" 

le 

?,.,-..  ?.,„_.>  •••  9r.o; 

cioè  si  considermo  le  2;;  quantità 
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X^  ,    X[,     ...     x'/'~"  ;  ?r  o  '     ?r  1  >     •  •  ■     ?r  ,1- 

come  variabili  indipendenti. 

Se  nella  espressione   T  —  V  sì  sostituiscono  alle  .v'"'  i  loro  valori  dati  dalle  rela- 

ar    ,  .  ..    . 

zioni  o,     ,  =  ^    ,„,  ed  indicasi  con 
"■"-'        d.v'/ 

6(/,  ...  x^,  x[,  ...  x^"~'\  <p^j,,  <p^_j ,  ...  <p,„_, ,  ...) 

la  funzione  risultante,  si  avranno  facilmente  le  equazioni  : 


ao        ,      dd 

ae          ar     ao         dr  , 

ao            óF    , 

ossia,  per  le  equazioni  (2), 

/   dx,_  ao       dx:_  ao 
^^-^           '^?.,„__ao      j9^,,  _     do 

^A-^"-'       ao 

''?.,„-    '       ao 

(      (//    ~        dx/        di    ~~       dxl 

'  ■■"       di                  dx'"-"' 

le  quali  equazioni  in  numero  2  (a^  -(-  a^  -)-  ...  -j-  x^)  hanno  la  forma  canonica.  Si 
potranno  quindi  estendere  ad  esse  le  molte  proprietà  che  hanno  luogo  per  le  equa- 
zioni della  Dinamica  poste  sotto  la  forma  canonica.  Fra  esse  notiamo  quella  che  fa 
dipendere  la  integrazione  delle  equazioni  isoperimetriche  dall'integrazione  di  una  equa- 
zione a  derivate  parziali  *).  Indicando  con  5  una  funzione  di 

/,  X,,  .v', ,  ...  A-'j*'~";     x^,  x[,  ...  x*'"~";  ...  .v„,  x'^^,  ...  x\f/"~'\ 
ponendo 
.  .  dS 

(4)  ?-  =  a^ 

e  sostituendo  queste  espressioni  nella  funzione  0,  si  troverà,  come  pel  caso  delle  equa- 


*)  Il  sig.  Clebsch  ha  dato  una  dimostrazione  di  questa  proprietà  nella  Memoria  :  U,:ber  dieje- 
nigen  Piobhme  dir  Variationsnchnung,  Wilche  nur  einn  unabhdngige  Variahh  enthalUn  [Journal  tur 
die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LV  (1858),  pp.  335-355];  e  recentemente,  nella  Memoria: 
Uiba  die  GUUhgnuichtsfigur  eines  hiegsamm  Faduns  [Ibid.,  t.  LVII  (1860),  pp.  93-110],  ha  mostrato 
con  vari  esempi  come  la  soluzione  dei  problemi  isoperimetrici  possa  ottenersi  facilmente  mediante  l'in- 
tegrazione dell'equazione  a  derivate  parziali. 
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zioni  dinamiche,  che  la  equazione  suddetta  a  derivate  parziali  è  la  seguente  ; 

55   ,    ./,  ,  ,.,_„       85         dS  dS  \ 

d/     '      V'  "     '  '       '      dx/      dx/  dA-';-'"  / 


Denominando  5  una  soluzione  completa   di   questa   equazione,    cioè   una    soluzione   la 
quale  contenga  x_  -|-  x.  -|-  .  . .  -}-  a^,,  costanti  arbitrarie  a^^,  a,  , ,  . . .  a,  „_, ,  le  equazioni 

unitamente  alle  (4)  sono  gli  integrali  delle  equazioni  isoperimetriche. 
Pavia,  dicembre  1859. 

[Pa].  [G]. 


LXII. 
SOPRA  L'NA  TRASFORMAZIONE  DELL'INTEGRALE  ELLITTICO. 


Aiutali  dì  Matematica  pura  ed  applicataf  serie  I,  tomo  III  (1860),  pp.  216-220. 


1.  Nella  cubica 

h'^  xV-  J^  [i^  +  r 
pongasi 


I2p  -  li 
si  otterrà  : 

(0  ^.  +  ae^  +  1.0  +  Y  =  i^i'(4  r-h-c), 

essendo 

b  =  -hC^'  —  3  =^i'),         "^  =  4^(5?  ''l^T  —  27f  —  2  PO; 
ma  dalla  relazione  fra  Q  e  p  deducesi 

d()  =  —  4—do, 
quindi  : 

(-0^  ^Q  _  ^P 

l'o^  +  ae^  +  iie^  +  ye         ^/^f'-b^-c' 

Considero  ora  la  forma  biquadratica 

9(.v)  =  (a„,  a,,  a^,  a.,  a_^)(.v,  i^. 
Sia  x^  una  radice  della  equazione  9(.v)  =  o;  sostituendo  alla   x   nella    funzione   9  (a) 
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il  binomio  .x4 ,  e  ponendo 

si  otterrà  : 

(3)  «:?  (-^  +  ~)=^^'  +  -'>''  +  ^^^  +  Y&; 

inoltre,  essendo  J  x  ^  —  df),  si  avrà  per  la  C2)  : 

dx       df 

Ya^o(x)  |/4p'  —  ^p  —  e' 

ed 

.-  =  .v   + ^^°^^'^-^--^ . 

12  P    -i«o?"W 

Ma  pei  valori  di  a,  fi,  y  si  hanno  facilmente  le 

perciò,  indicando  con  5,  (  gl'invarianti  quadratico  e  cubico  della  forma  9(.v)>  ^  ponendo 

p  =  —  a^l yj,         in  =  — pz  , 
si  giungerà  alle 

Siano  : 

una  seconda  forma  biquadratica;  5,   T  gli  invarianti  della  medesima;    e   :^,    una   radice 
dell'equazione  '^  {:C)  ^  o.  Analogamente  alle  (4)  si  avranno  le 


1>5 


I^KO       ;/ct/-4^,'  +  ^-A/'        ^-^-       24U^+f'(0' 


essendo  M  =  — p.  Ne  consegue  che,  se  le  due  forme    biquadratiche    hanno   la   pro- 
prietà espressa  dall'equazione 

m  =:  M, 
la  relazione 

r..  (v  -  0?"(-v.)  +  6?'(-v.)  ^    g  -  06"(0  -f  6^'(0 
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condurrà  alla  trasformazione  : 

2.  Sieno  x^,  X      x^;  :^^,  -,,  ;;^^  le  altre  radici  delle  equazioni  (p(x)  =  o,  4'(^)  =  0, 
e  si  pongano: 

^.   =   (-\  -  -V:)  (-V,  -  .%)  ,       X   =  (.V.  -  X3)  (.V^  -  .V  J  ,       X,   =  (.V.  -  A-J  (a-,  -   X .)  , 

^.  =  a. -o(^,-0'  ^=  =  a.-o(^.-o.  ^,  =  (^.-M)fe-o- 

E  noto  che  gli  invarianti  s,  l  sono  dati  in  funzioni  delle  radici  dalle  forinole  : 
^s  =  x:  +  XI  +  A-:,       -^t  =  (X,  -  x,)(X  -  X )(X.  -  XJ, 
ossia,  essendo  identicamente  X\  -j-  X,  -|-  X,  ^  o , 

i^  ,■  =  X;  +  X:  +  X,  X. ,       -^  t  =  (X,  -  X,)  (2  X;  +  2  X:  +  5  X,  X,) . 
Ora,  ponendo 

^     iVx,  —  i/x, 


fi^x^  +  i/x;' 

si  hanno  le 

(i  ix,  +  ^y        ^       {}  ix^  +  j/xj^ 

dalle  quali  : 

(i  _j_  xy  +  12  X^  =  ^g^:  +  Al  +  X,X3 

(ii/x;  +  |/x;)^ 

(I  _|-  xy  -  36  X^  =  -  i6-^--+4^^+.i^-^^  ; 

Of/x  +  j/xj* 

e  sostituendo  : 

^.  =  ^(i  +  i4X=  +  x^ot/x:  +  ^[xy, 
-^/  =  ^  (i  +  x^)(i  -  34  x^  +  X-)  ot/x  +  t/x;y 

ed  in  conseguenza: 

^.^_(i  +  X-)(i-34X-4-^0, 

[3(i  +  i4X-  +  X# 
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Pongasi 

(6)  -  ^  +  ^' 

si  dimostra  facilmente  essere  c^  una  radice  della  equazione 

(7)  aV  -l-\-  m  =  o, 
e  le  altre  due  saranno  date  dalle 

"   _  _  ^  '  I  +  6  X  +  X'  -   _  _  _L  '  I  —  6  X  +  X' 

'^^  —       2  '"      I  +  r      '       ^'  ~       2  '"      I  +  X^ 

ossia,  pei  valori  superiori, 

^.  =  -^(X-XJ,     ?^  = -A^(X.  -  X),     ^^  =  ^(X,-X), 

12  Vi  12  l'i  12  l'i 

come  d'altronde  è  noto. 

Se  quindi  indichiamo  con  Z  la   espressione 

evidentemente  per  le  (6),  (7)  la  equazione  m  =  M  condurrà  alle 

(8)  X'  =  Z\        X'  =  -^; 

ed  essendo 

?"(-v,)  =  2«„[3  (x,  -  .v,)(.v.  -  .v.)  +  X,  -  XJ, 
ed  in  conseguenza 

osservando  alle  relazioni 

si  potrà  dare  alla  sostituzione  (5)  la  forma  seguente  : 


fio^  -•^  —  ^2  A  A^—  ^5)  C^-.  —  ^0  _  ^  -  ^.  -I  /(^,  -  <3)  (v  —  ^4) 

.V  -  X.  1/  (.V,  -  x,)(x,  -  xj  -  -  _  ^,  ]/  (-^  _  ;:^)(-^  _  ^^)- 

Da  uldmo,  essendo  per  le  (9) 
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si  avrà  : 
Supponiamo 

K0  =  (i-O(i-^^O> 


quindi:  ;(_  ^  i,  ;^,  =  —  i,  :;;^,  =  — ,  ;^^  = IT  >  ^^  equazioni  (8)  daranno  per    la 

determinazione  del  modulo  k  le 

la  sostituzione  (io)  diverrà  la  seguente  : 


^-i-.v-.v.|/(x,-,v-)(x,-.-^) 
e  la  (11)  darà  : 


fr 


S         ,      2  I  ,     2A' 


j/;^  ii/x,  -  i^r,  ~  —  1/^  ij/x,  +  \/xP- 


3.  A  questi  risultati  potrebbesi   giungere   anche    osservando   che    per    le  (i),  (3), 
posto    p  ^  —  a^l  t^r,  si  hanno  le  seguenti  : 

^     ^      ,  .  i6Cx-.xys]'7 ,  V.      .   ,      .  .  ,-      (a  — A-,)? "00+69 '(x,) 

r  V-^J  •'■1       ^ 

l'ultima  delle  quali  può  porsi  sotto  una  qualunque  delle  forme  : 

/  12  ci/7=  3  '^o(-^-.  -  -v3)(-v.  -  -^rl^;  +  «0  (X  -  ^ù 

(13)  I  =3  ^o(-v.  -  -v,)(a,  -  xj^^  +  «„(X.  _  X,) 

Ora,  se  nella  (12)  si  sostituisce  alla  x  la  x,  e  si  indica  con  e,  il  valore  corrispondente 


*)  Jacobi,  Fundamenta  nova,  pag.  15,  Tabula  IH".  —  Cayley,  Sur  quelques  formuhs  pour  la 
transformation  des  intégrales  dliptiques  [Journal  filr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LV 
(1858),  pp.  15-24]. 
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di  E,,  si  ha  identicamente  : 

dunque  $,  è  una  radice  dell'equazione  (7)  e  dalla  prima  delle  (i  3)  si  ha  : 

12^5 

come  si  è  trovato  di  sopra.  Da  questo  risultato  potrebbe  anche  facilmente  dedursi  es- 
sere la  (7)  una  risolvente  dell'equazione  biquadratica. 

[Pa.],  [G.]. 


LXIII. 
INTORNO  AD  ALCUNI  INTEGRALI  DEFINITI  *)• 


Annali  di  Matematica  pura  ed  appUcatOr  serie  I,  tomo  III  (1860),  pj».  254-2)6. 


I  due  integrali  definiti,  la  ricerca  dei  valori  dei  quali  costituisce  l'oggetto  della  Nota 
D  del  citato  lavoro  del  signor  Sylvester,  sono  i  seguenti  : 

X    yi  —  ^  cos  o  J^  Yi—k'cos'f      - 

i  quali  nella  notazione  delle  funzioni  ellittiche,  scrivendo  sn  ;/  per  sen  am  ti,  ecc.,  equi- 
valgono agE  integrali  definiti  : 

^  =  /    log  sn  u  dii,  ^  ^^  I    log  (i  +  ^'''  ")  ^  "■ 

Ora  il  valore  del  primo  di  questi  integrali  è  noto  **),  e  si  ha  : 

J  =  -^Klogk -t:K'; 


*)  Rivista  bibliografica:  Sylvester,  Notis  to  the  Meditation  oh  Poncelet's  Theorem, 
iiicluding  a  Vaìuation  0/  two  Definiti  Iiitegrds  [Pliilosophical  Magazine,  t.  XX  (1860),  p.  525  (Sup- 
plement)]. 

**)  Zeitschrift  filr  Mathematik  und  Physik,  t,  II  (1857).  Ueher  einige  elliptische  Integrale. 
ScHLòMiLCH,  pag.  49.  —  Genocchi,  pag.  414. 
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ed  il  valore  del  secondo  deducesi  da  quello  di  j-1  e  dal  noto    valore   dell'integrale   de- 
finito : 

J^    \\  —k  sen  o     °  Vi  _  |'i  _  k'  sen'  9/  Jo  ^  —  ^n  u 

//=riog(L±4^J«  =  a(D-A-logÀ-J), 


Infatti  si  ha  : 


e  quindi 

D  =  —  A, 

come  ha  dimostrato  il  signor  Sylvester.  Conoscendo  il  valore  di  A,  mediante  le  più 
semplici  proprietà  delle  funzioni  ellittiche  si  ottengono  quelli  degli  integrali 

B  :^  I     log  cn  II  dii ,  '-■  ^  f    l°o  ^'^  »  J  "  , 

considerati  dal  signor  Schlòmilch  nella  Nota  citata.  Pongasi  a  ciò 

,  ,  .        ,      sn  ;/  dn  11 

ù  (ti)  =  log : 

^  '  °     cnu 

si  avrà  : 

A-B-\-C=£òOO^^"- 

Ora,  supponendo  n  ^  K  —  v,  si  ha  : 

ròOOdu  =  f  ò(K-v-)dv, 

ove  per  le  note  proprietà  delle  funzioni  sn  u,  cn  11,  dn  11  si  ha  : 

quindi 

£H")à'<  =  0, 

ossia 

A  —  B-\-C=o. 

Affatto  analogamente  si  otterrà  la 

—  ^  + 5+ C  =  A'IogÀ-', 


e  da  queste  : 


A'  log  1/^  -  -L  ^  A",         C  =  ~K  log  k'. 
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Così  nell'integrale  definito  H  ponendo  a  =  K  —  v  si  ha  : 

X      -  dn  i'  —  k' 
quindi 

r",      (dn  V  -4-  kj  , 

/    log  ^^^^ — L — ^dv  =  -K', 

f  log  (dn  t'  +  k')  d  V  =  ^  Z  log  H-'  +  —  77  iiT' . 

Molti  altri  integrali  definiti  si  potrebbero  determinare  seguendo  la  stessa  via.    Per 
esempio  il  valore  dell'integrale  : 


/    log  dn  III  u  d  a 
1  teoria  delle  funzi 
An(H  -\-  2pK)  —  dn  u,         dn [/<  -f-  (2  j?  +  i)  A'] 


determinasi  osservando  che,  per  la  teoria  delle  funzioni  ellittiche  essendo 

dn  11  ' 
si  ha  : 

/    \ogdn(u-{-2pK)du=  f  logdn[/(4-(2/)+  i)K]dn  =  C; 

quindi  : 

/  log  dn  H  d  H  =  C,  /  log  dn  ;(  d  u  —  C, 

ed  in  conseguenza  : 

/    log  dn  in  udii  =  C , 

supposto  in  intero  pari  o  dispari. 

Pavia,  gennajo  1861. 

[Pa.],  [G.]. 


LXIV. 

SULLA  RISOL\^ENTE  DI  MALFATTI  PER  LE  EQUAZIONI 
DEL  QUINTO  GR.\DO  *)• 


alt  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  V  (1863),  pp.  233-250 


Le  scienze  matematiche  ebbero  in  Italia,  nella  seconda  metà  del  secolo  scorso, 
valentissimi  cultori,  le  opere  dei  quali,  poco  note  fra  noi,  sono  quasi  sconosciute  presso 
gli  stranieri.  La  storia  delle  matematiche  in  questo  periodo  di  tempo  è  cosi  strettamente 
legata  a  quella  delle  nostre  Accademie  scientifiche,  che  soltanto  frugando  con  diligenza 
negli  Atti  della  Società  Italiana  delle  Scienze,  in  quelli  delle  Accademie  di  Torino,  di 
Bologna,  dei  Fisiocritici  di  Siena,  ecc.,  possiamo  formarci  un  chiaro  concetto  del  fiorire 
fra  noi  di  questi  studi  in  quell'epoca.  Rinveniamo  infatti  in  quegli  Atti,  oltre  i  primi 
lavori  del  sommo  Lagrange,  e  la  maggior  parte  dei  lavori  matematici  del  Ruffini, 
quelli  del  Paoli,  del  Malfatti,  del  Manfredi,  del  Fontana,  del  Saladini,  del  Lorgna, 
di  quella  schiera,  cioè,  di  matematici,  i  quali,  o  precedettero  di  poco  tempo,  od  ebbero 
parte  all'educazione  scientifica  dei  nostri  egregi  colleghi,  il  Bordoni,  il  Mossotti,  il  Piola, 
il  Belli. 

Non  v'ha  dubbio  che  un  lavoro  storico  intorno  ai  progressi  delle  matematiche  in 
quell'epoca,  nel  quale  si  ponesse  in  evidenza  la  molta  parte  che  vi  ebbero  gl'Italiani, 
sarebbe  non  solo  utile  dal  lato  scientifico,  ma  per  l'Italia    risorta   a    nazione    potrebbe 


*)  Questa  Memoria,  letta  nella  tornata  del  9  aprile  1863  dell'Istituto  Lombardo  di  Scienze  e 
Lettere,  fu  pubblicata  nel  volume  IX  delle  Memorie  dell'Istituto  medesimo.  Ristampandola  negli  Annali 
di  Matematica,  l'Autore  vi  introdusse  alcune  modificazioni  ed  aggiunte. 
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ritenersi  il  soddisfacimento  di  un  debito  di  gratitudine.  Per  il  che  gli  è  con  viva  com- 
piacenza che  io  afferrai  l'occasione  offertami  da  alcune  recenti  ricerche  intorno  ad  un 
problema,  il  quale  è  ora  oggetto  delle  meditazioni  dei  più  insigni  geometri,  onde  in- 
trattenervi di  alcuni  lavori  italiani  di  quel  tempo. 

Il  problema  al  quale  alludo  è  quello  della  risoluzione  delle  equazioni  algebriche. 
Sono  notissime  le  soluzioni  che  del  medesimo,  pei  casi  speciali  delle  equazioni  del  terzo 
e  del  quarto  grado,  diedero  il  Cardano,  il  Luigi  Ferrari,  il  Bombelli;  ma  un  tentativo 
del  Malfatti  per  la  risoluzione  delle  equazioni  di  quinto  grado  ed  alcuni  importanti 
risultamenti  da  lui  ottenuti,  furono  talmente  dimenticati,  che  assistiamo  ancora  oggi  agli 
sforzi,  mercè  i  quali  due  geometri  inglesi  tentano  d'arrivare  ai  medesimi.  La  prima 
Memoria  del  Malfatti  sulla  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto  grado,  fu  pubblicata 
nel  tomo  quarto  degli  Atti  dell'Accademia  dei  Fisiocritici  di  Siena  dell'anno  1771,  ed  ha 
per  titolo  :  De  aquationibus  quadralo-cubicis  disquisitio  aimìytica.  In  essa  l'egregio  autore, 
dopo  avere  dato  un  nuovo  metodo  di  soluzione  delle  equazioni  dei  tre  primi  gradi, 
dopo  avere,  cioè,  determinato  per  ci.iscuna  di  queste  equazioni  un'altra  equazione  infe- 
riore in  grado  di  una  unità,  denominata  da  lui  risolvente,  applica  lo  stesso  metodo  alle 
equazioni  del  quinto  grado,  e  giunge,  con  un  metodo  ingegnosissimo  di  eliminazione,  alla 
effettiva  calcolazione  della  risolvente,  la  quale  presentasi  del  sesto  grado.  Non  mi  è  pos- 
sibile dire  con  certezza,  se  il  Malfatti  avesse  una  intuizione  del  risultato  al  quale  per- 
venne, o  si  lasciasse  condurre  puramente  dall'analogia;  però  il  sobbarcarsi  che  egli  fece 
ad  un  lavoro  di  calcolo  tanto  lungo  quanto  poteva  prevedersi  dover  essere  la  calcola- 
zione di  quella  risolvente,  e  l'insistenza  colla  quale  la  condusse  a  compimento,  mi  fa 
supporre  che  egli  avesse  la  convinzione  di  poter  giungere  ad  un  risultato  relativamente 
non  molto  complicato,  e  tale  da  lasciargli  speranza  di  qualche  passo  nel  problema  della 
risoluzione. 

Quasi  contemporaneamente  a  queste  Memorie  del  Malfatti,  erano  fatte  pubbliche, 
negli  Atti  dell'Accademia  di  Berlino,  le  due  Memorie  del  Lagrange  sulla  risoluzione 
delle  equazioni,  nelle  quali  erano  poste  le  vere  basi  di  questa  teoria,  principalmente  nei 
teoremi  riguardanti  il  numero  dei  valori  che  una  funzione  di  più  variabili  può  assumere, 
permutando  in  modi  determinati  le  variabili  stesse.  Non  molto  tempo  dopo,  cioè  nel 
1799)  era  pubblicata  in  Bologna  la  Teoria  delle  eqita::^om  del  Ruffini,  nella  quale  stabi- 
livasi  uno  dei  teoremi  più  importanti  dell'analisi  :  la  impossibihti  della  risoluzione  per 
radicali  delle  equazioni  algebriche  di  grado  superiore  al  quarto.  Il  Malfatti  concepì 
dapprima  qualche  dubbio  sulla  esattezza  del  risultato  del  Ruffini  ;  ed  in  una  Memoria, 
pubblicata  negli  Atti  della  Società  Italiana  pel  1 804,  si  fece  ad  esporli,  appoggiandosi  ai 
risultati  da  lui  ottenuti  nelle  sue  prime  ricerche.  Questo  lavoro  del  Malfatti  diede 
origine  a  due  bellissime  Memorie  del  Ruffini,  anch'esse  pubblicate  negli  Atti  della  So- 
cietà Italiana,  nella  prima  delle  quali,  dopo  avere  tributata  la  debita  lode  alla  perspicacia 
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mostrata  dal  Malfatti  in  quelle  sue  ricerche,  risolve  i  dubbi  proposti  dal  medesimo  ; 
e  nella  seconda  si  propone  di  scoprire  a  priori  il  perchè  la  risolvente  ottenuta  dal  Malfatti 
risulti  del  sesto  grado.  Infatti  egli  giunge  a  dimostrare,  che  una  radice  qualsivoglia  della 
risolvente  del  Malfatti  è  una  funzione  del  quarto  grado  delle  radici  dell'equazione  di 
quinto  grado  proposta;  funzione  la  quale  non  può  assumere  che  sei  valori  per  tutte 
le  permutazioni  delle  variabili. 

Prima  di  accennare  ad  un  legame  fra  la  risolvente  del  Malfatti  e  quelle  equa- 
zioni, le  quali  hanno  origine  dal  problema  della  trasformazione  nella  teorica  delle  fun- 
zioni ellittiche,  e  dalle  quali  si  fa  oggi  dipendere  la  risoluzione  delle  equazioni  di  quinto 
grado,  citerò  i  lavori  di  due  geometri  inglesi,  il  Cockle  e  I'Harlev,  il  primo  dei  quali 
nel  «  Philosophical  Magazine  »,  il  secondo  nelle  Memorie  della  Società  di  Manchester,  si 
prefissero  la  calcolazione  di  una  risolvente  identica  a  quella  del  Malfatti  ;  ma  avendo 
battuto  un'altra  via,  essendo  cioè  partiti  dai  valori  delle  sei  radici  della  risolvente  in 
funzione  delle  radici  dell'equazione  di  quinto  grado,  s'incontrarono  in  calcolazioni  così 
prolisse,  da  dover  abbandonare  il  problema  generale,  ed  accontentarsi  di  ottenere  quella 
risolvente  in  un  caso  speciale.  Una  risolvente  che  ha  molta  analogìa  con  quella  del 
Malfatti  fu  più  recentemente  calcolata  dal  sig.  Cayley  e  pubblicata  nel  tomo  GLI 
delle  «  Philosophical  Transactions  »  della  Società  Reale. 

In  questo  breve  mio  lavoro  ripubbUco,  con  qualche  maggior  concisione,  il  metodo 
di  eliminazione  del  Malfatti,  allo  scopo  di  correggere  alcuni  errori,  probabilmente 
tipografici,  incorsi  nella  sua  prima  Memoria  e  deduco  da  essa  la  risolvente  del  signor 
Cayley  {'Nola  I)  ;  dimostro  in  seguito  come  col  mezzo  di  una  facile  trasformazione 
(^Nota  II)  riducasi  la  risolvente  di  Malfatti  ad  avere  la  forma  di  quella  equazione 
del  sesto  grado,  la  quale  comprende  come  casi  particolari  la  equazione  del  moltiplicatore 
e  le  altre  equazioni  che  incontransi  nel  problema  della  trasformazione  del  quinto  or- 
dine nella  teorica  delle  funzioni  ellittiche.  Questa  trasformata  della  risolvente  del  Malfatti 
conduce  quindi  alla  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto  grado  (^Nola  III). 


42  SULLA    RISOLVENTE   DI    MALFATTI    PER   LE    EQUAZIONI    DEL   QUINTO   GRADO. 

NOTA  I. 

Delia  Risoìvciitc  di  Malfatti. 

Considerando  l'equazione  del  quinto  grado  priva  del  secondo  termine  : 

X'  —  5  a x'  -j-  )  bx'  —  )  e X  -j-  d  =  o, 

e  supponendo,  con  Eulero,  che  le    radici    della    medesima    sieno    rappresentate    dalle 
equazioni  : 

.  =  -On-ì-p-\-q-\-n), 

=  —  (^'«  +  «'P  +  ='•''/  +  ^''0. 

(1)  <;  .V,  =  -  (7/  m  +  y-'p  +  a  ,y  +  yj  n) , 
X,  =  —  (y.'  ;/;  -^  v. p  -\-  x^  (j  -\-  x'  h)  , 
x^  =  —  (5c^  in  +  c' p -\- 7.' g  +  y.  n) , 

nelle  quali  m,  p,  q,  ti  sono  quattro  indeterminate,  ed  a  è  una  radice  quinta  dell'unità; 
se  con  questi  valori  formasi  l'equazione  : 

(.V  -  .V  J  (.V  -  .V.)  (.V  -  .V  J  (.V  -  A- )  (.V  -  .X- )  =  o , 

e  si  confrontano  i  coefficienti  delle  identiche  potenze  della  x  fra  questa  e   la    data,    si 
ottengono  le  quattro  equazioni  : 

r  +  s  =  b, 

t^  n-\-  gb  —  g'  -h'  =  c, 

'«'  +  n'  +/>'  +  <;'  +  5  a  -h)(s-r)r=d, 
nelle  quali  : 

(    jT  ;=(«;;,         h=^pq,         r  =:  m\j -\-  ti' p ,         s  =  mp' ~\-  nq' , 

(2)  ■  .       ,       .  -    ,         . 

(  (  :=  m'p  -\-  n'  q ,         h  =  m  q'  -j-  np' . 

Da  queste  si  deducono  flicilmente  le 

ht  +  gH  =  rs,        tu  =^hr  ^  gs'  —  4Ìrg\ 
e  quindi  : 

hi  —  s: «  =  +  Vr' s'  —  ^gh^'r'  —  ^g^bs'  -\-  1 6  /;' g' ; 
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indicando  con  y.  il  secondo  membro,  si  avranno  le 

,  ^  r^  +  y-  ,,  ^  rs  —  u. 

Inoltre,  essendo 

SI       ,-         '''  —  S^^  ^;     I       ;         US  —  b^'r 

'»'-}-«'  =  — ]^,      /''  +  ?'  =  — - — . 

si  avranno  le  due  equazioni  : 

y. Q  —  h) -j-  a  r s  -\-  2 g' ìf  —  2g'h  —  2gh'  —  2gbc  =^o, 

li.(rg'  —  sh^)  +  rs(^rg'  -\-  sb')  —  2  g'^bs  —  2  b*gr  —  2  g'b^i  -j-  i  o  g^b^g  —  b)(s  —  r)  =  o, 

dalle  quali,  eliminando  la  y.  e  ponendo  per  5  il  suo    valore    b  —  r,    si    ottiene,    dopo 
alcune  riduzioni, 

ar>  —  l>(^i  4-  b)r'  +  [2  a++  2//—  i2^/j'  —  i2hg'>-{-  22 g'b'  -\-c(g'  +  /r)  -}-  b'b]r 
—  [bg'  +  /'//  —  éH^?'  —  6 /;,?/;>  +  11/7///  +  dgb(g  -  /O  +  /^r/r]  =  0  . 

La  prima  di  quelle  equazioni  dà  anche  la  seguente  : 

j^^  (^g  _  /,)=  =  (ars^  2  g'  //  ~2g'b  —  2gb''  —  2g  b  e)' , 

nella  quale  ponendo  per  y.'  ed  i  i  loro  valori  si  giunge  alla 

r^  -2br'-\-  (2g'  +  2/;=  -  agb  +  /r  +  ac)r  —  [g'  +  /;'  +  2g(g  —  /;)=  +  rtc]^r 
+  /r.(._/;y_6.=  /,Xr  +  /^0  +  "r/^"'  +  ,?H^^'  +  /^0  +  '"i'/^  +  2r^?/;(r  +  //) 

-\-  2Cg'b'  =  0. 

Se  in  queste  equazioni  poniamo  gh  =  f ,  e  rammentiamo  essere    o  -(-  /;  =  a,    si 
hanno  le 

ar'  —  b{a  -\-  b)r  -)-  (2  a"*  —  20  a'v  -|-  50  v-  —  2  e v  -\-  a' e  -\-  h'h)r 
—  {a*h  —  IO  a'bv  -(-  25  bv""  -j-  fli/i'  —  2  (//;i'  -|-  a^f/;  —  bcv)  =^  o, 

r*  —  2  ^T'  -j-  (2  «'  —  7  «1'  +  «e  +  ^0  '"'  —  (3  «'^  —  1 1  «^'^'  +  8  Wji'  —  2  rt'W;  -|-  flk)  r 
-|-  25  t;'  —  IO a\'"  —  (>cv'-\-  ah-  -{-  c'v  -}-  2  a'cv  —  a'b'b  —  4 ab'v  -j-  4 Fbv  -\-  a'b^  =  o ; 

ed  essendo  

2    ^  r  4  *      2        1/4 

se  da  queste  due  ultime  equazioni  si  eUmina  la  r,  si  otterrà    una    equazione,   la  quale 
non  conterrà  che  la  t;  ed  i  coefficienti  dell'equazione  dau,  e  sarà  la  risolvente  cercata. 
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Supponiamo  dapprima  per  brevità  b  ^  o,  e  ponendo  >.  :=  "l  /  —  a^  —  v,  le  due 
equazioni  superiori  si  ridurranno  alle 

ar'  -}-  (iov'  —  20  a' V  —  2  e  v  -\-  2  a"*  -]-  a' cyr  -j-  2  /  J i'  =  o , 
r^  —  (j  av  —  2  (j'  —  il  e)  r  -\-  2)  V'  —  IO  a'v'  —  6cv'  -f-  (a"  -|-  cyv  =  o , 

dalle  quali  deducesi  facilmente  la  seguente  : 

()0V  —  15  a'  —  2c)r'  -\-  2  >.  (f  r  =  <7  [25  1'"  —  10  a' v  —  6cv  -\-  (a"  -\-  l)'] ; 
e  da  questa  e  dalla  prima  delle  superiori  la 

2  adir  —  (25001/'  —  1625  a'v'  —  200  fv'  +  350  a"*  v  -\-  110  a' cv  -\-  ^c'v 
—  25  a*"  —  15  a^c  —  a\-')r  =^  2  d'/.v{)OV  —  13  a"  —  2  e). 

Dalle  due  ultime  equazioni  ricavando  i  valori  di  r,  r,  si  ottengono  le 
Arz=P,         Ar  =  0, 

nelle  quali  le  A,  P,   0,  divise  pel  fattore  comune  ^v  —  a',  e  posto  25  t;  =  w,  hanno 
i  valori  : 

A  =  2^'  —  3  (i  I  (z"  -{-  2  f)  ti/"  -j-  2(9oa-*  -(-  38a"(;  -j-  3  r)w 

—  325  a''  —  245  a^c  —  43  a' e'  —  2  e'  —  ad', 

25  P  =  azi'"'  —  40(5  (Z"  -j-  2  c)u''  -\-  (150  a'  +145  a' e  -\-  38  a c"  —  2  ^")u/^ 

—  (500  fl'  -j-  S^oa' e  -j-  450rt'r  -f-  jéac'  —  1^  a'd^  —  2  cd^^w 
-\-  625  fl'  4"  i625(!' e  -j-  1400  a'  r  -j-  425  i7'c'  -J~  25  ac"*, 

O  =  -  2  UK  -  (7  a'  +  2  0"'  +  («^  +  01> 

e  la  risolvente  richiesta  sarà  : 

PA  -  0=  =  o, 

ossia,  dividendola  pel  fattore  —  (2  ti'  —  1 3  a^  —  2  e),  la  seguente  : 

w" —  IO (3  a'  -\-  c^w'  -["  5  (75''''+  56''''^+  "  r)u'^ 

—  10(250^"  -j-  3  IO  a"' e  -j-  i2(>a'  c'  -{-  14  e'  —  ^ad')w' 

4-  25(375fl*-}"  é8ofl*c-)-43ja^f'-(-  i04a'c' -(-  jc"*  —  ^a'd^  —  acdl')w'' 

—  (iSjjOiz'"-]-  4é23oaV-)-4i720j''t-'  -|~  i^ojca^'f'  -}-  239oa'c''-j-  106  e' 

—  2G-]  a'  d"  —  lAria'cd-  -{-  ^ard''  —  J^)u/-{-  25  (625  «"-j-  200oa'°c-|~  24003* e' 
-)-  i33oa*c'  -|-  336a^c-[-  32 a' e'  -\-  e"  -\-  2 a' d' -\-  )  a'  e d'  -j^  ^ a^  c^ d' -\- a c^ d'')  =  o. 
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Questa  equazione  semplificasi,  e  prende   una    forma   singolare    facendo    sparire   il 
secondo  termine  col  metodo  ordinario,  ponendo  cioè: 

si  giunge  alla 

p  +  ^c{9a-  +  4  0-v  +  ^  (io8«^c^  +  ii2c'  +  ^.nf)J 

X  0/"*  —  loSrt^f  —  i^oa'cd'  —  Soard-  —  400rt-'c'  —  é^oa'c^  —  2561;')  =  0. 

Pel  caso  più  generale,  nel  quale  non  suppongasi  i  ^  o,  l'equazione  corrispondente, 
quale  tu  trovata  dal  Malfatti,  è  la  seguente  : 


[■■ 


=  +  y(S"«''^  +  4''"'—  3'^^'—  3bd)x 


+  -;^(io8fl^r  +  ii2c''-\-^ad'  -^ab'c-^  27^^+  ^a'bd  —  -jibcdXX 

-[-  I  A- —a--\-^c\  (i7'* —  loSa^  d'—  iSoa'crf^  —  80 a rd"  —  400 «' e'  —  640 «"e* 

—  2^6 e'  -\-  ^oahd'  -\-  lè^  a-b\f  —  <)ob' ed'  -\-  ^(>o a- h e d -\-  ^6oa'bc\i-\-  léobc'd 
—  Soa'b'  d  —  G^oab'cd  -[-  loSb'  d  -\-  100 a' b^'r  -j-  -j 20 ab' e'  —  135  bU')  =  o. 
Le  equazioni  (2)  danno  iacilmente  le 

in\j'  —  r m' g  -\-  gv  ^  0,  n'^p'  —  rn'' p  -{-  gv  ^^  o, 

m' p^  —  5  ììi  p^  -f-  h  V  =  O,  ;;'  q*  —  s  n  q''  -\-  hv  =  O  ; 

quindi,  indicando  con  y, ,  y^;  :^, ,  :;;;,  le  radici  delle  equazioni: 

y^  —  ''}'  ~1~  ^'^  =  o,         ::^  —  5:^  -j-  /jy  ^  o, 
si  avranno  le 

)'^^,  = '"' 'j'j         j! \2  =  »' /•'^ ,         \.^)'2  ^=  i'^b'j         \->'i  =  9'^'') 
dalle  quali  : 

"■=i/'¥.  •'=]/¥■  f=\/W'  '=1^- 

Ora  i  secondi  membri  di  queste  equazioni  sono  funzioni  di  r,  g,  h  e  dei  coefficienti 
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dell'equazione  del  quinto  grado,  ossia  funzioni  di  w  e  di  quei  coefficienti  :  dunque  la 
equazione  di  sesto  grado  in  w  è  una  risolvente  dell'equazione  data. 

Il  RuFFiNi,  nella  sua  Memoria,  pubblicata  fra  quelle  della  Società  Italiana 
[tomo  XII  (1805)],  ha  determinato  quale  funzione  delle  radici  dell'equazione  del  quinto 
grado  sia  una  radice  della  risolvente;  ha  determinato,  cioè,  il  valore  del  prodotto  niHpq 
in  funzione  delle  radici  x^,  x^,  x^,  x^,  x^.  Giunse  così  a  dimostrare  a  priori,  che  la 
risolvente  doveva  essere  del  sesto  grado. 

Il  valore  di  w,  quale  fu  trovato  dal  Ruffixi,  e  può  ottenersi  con  tutta  facilità,  è 
il  seguente  : 

Questa  funzione  delle  radici  è  ciclica  ed  invariabile  per  le  sostituzioni  della  forma: 

(:,-)■  (;.)■  (;.)^ 

ed  i  sei  valori  della  medesima  corrispondono  alle  sostituzioni  : 

('■)'  ((^'o'-)'  \(2ry  +  ^)'  ((20^  +  ^)'  ((20^  +  3)'  (c^'-y  +  J- 

La  equazione  del  quinto  grado  considerata  dai  signori  Cockle    ed    Harlev    è   la 

seguente  : 

X'  —  5  Ox-  -\-  E  =  o; 

e  ponendo  nella  risolvente  del  Malfatti  a  =  o,  ^  =  —  Q,  e  =  0,  li  =  E,  si  ottiene: 

(.,3  +  5  OEx  +  5  C2y  +  {E->  -  108  0^)Ex  =  0, 

il  qual  risultato  coincide  con  quello  trovato  dai  suddjtri  geometri  *). 

La  risolvente  od  equazione  ausiliare  calcolata  dal  sig.  Cavley  **)  dcducesi  da  quella 
del  Malfatti  osservando  che,  posto 

Ò    ^  X^X]X,  -{-  -Vj  X%Y,  -\-  X,X'.X^   -\-  .V.X^A'^  -f-  A'^  A^  A'^ 
+  -■^'o  ^l  ^'4  ~\~  ^1  -'^'4  •'^'i   4"   -\  •■^'1  -^'j   4~  -^'l  ■'^ì  -'^'o  +   ■■^';  -■^o  -^2  » 

e  quindi 


*)  Vedi:  Memoirs  of  the  Society  of  Manchester,  voi    XV  (1860),  pp.   134,  215. 
**)  Cavlev,  Oh  a  riów  auxiUary  Equation  in  the   Theory  of  Equations  cf  the  fiftb  Order  [Phi- 
losophical  Transactions,  voi.  CLI  (1861),  p.  263]. 
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si  hanno  le  equazioni  : 

(01234)  (02413)=  i5C  —  à, 

(01234)^ +  (02413)=  =  2-^a'~  30C+  2Ò, 
nelle  quali  : 

(01234)  =  •^•o-^",   +  -V.-V,  +  .V,A-.  +  A-.A-^  +  A-^A-„, 
(02413)  =  A„A-,  +  A-,A-^  +  A-^A-,  +  A.  A.  +  A.  A^ 

Da  queste  deducesi  la 

[(01234)  — (02413)]=  =  25^=-  éoc  +  4'^, 

e  pel  valore  superiore  di  ò,  ponendo 

V  =  (01234)  — (02413), 
si  avrà  : 

r  =  5(25'''  — 4 '^0; 

da  ultimo,  sostituendo  in  questa  equazione  in  luogo  di  w  il  suo  valore  in  a,  si  ottiene  : 

(3)  y  =  _2o(^A--^.r  +  ^c). 

La  j  è  una  funzione  ciclica  delle  radici  a^,  a,,  a^,  a,,  a^;  essa  è  invariabile  per 
le  sostituzioni  (  1,  essendo  x  residuo  quadratico  di  5,  e  non  muta  che  di  segno  se 
X  non  è  residuo  quadratico.  Le  funzioni  simmetriche  delle  radici  : 

jy,  =  (01234)  — (02413),       j^  =  (02 143)  — (01324),       j,  =  (02314)  — (03421), 

j^  =  (01342) -(03214),       j5  =  (03124) -(01432),       ^,  =  (03241) -(02134), 

saranno  quindi  funzioni  a  due  valori  delle  radici  x^,  a,,  ...  ,  ed  esprimibili  perciò 
in  funzioni  dei  coefficienti  dell'equazione  proposta  e  della  radice  quadrata  del  discrimi- 
nante della  medesima. 

Il  signor  Cayley  ha  notato  un'altra  proprietà  interessante  di  queste  funzioni  sim- 
metriche, o  dei  coefficienti  della  risolvente  richiesta.  Osservando  che  il  valore  di  y  può 
porsi  sotto  la  forma  : 

).   =  (A„  -  A^)(a.  -  aJ  +  (A.  -  A-J(a,  -  A^)  +  (A,  -  A^)(a3  -  A^) 
-  (^.   -  ^.)(^3   -  ^.)  -  (-'■>  -  ^)(^o  -  ^^)  -   ^^°  -  '^'^^'^  -  ^^^' 

deducesi  che  quei  coefficienti  saranno  eguali  a  coefficienti  di  covarianti,  o,  secondo  le 
espressioni  del  signor  Cayley,  saranno  seminvarianti. 

Sostituendo,  nella  risolvente  di  Malfatti,  in  luogo  di  a  il  valore  dato  dalla  (3) 
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si  otriene  la  equazione  seguente  : 

\  )■''  —  1 00  I  ^-  fl'  —  c\  y*  -j-  2000  I  —  a'i;-j-  3ì:^-| — y-a*  —  ab'  —  ^'^l}'' 

^  V64       ^      ^  16         ^   4  4  2  ^4 

-{-  —  ad'  +  mJT_  5.800=. 3'X'^*—  loSaUP—  iSoa'cd'  —...)=  o. 

Ora,  indicando  con  s,  t,  k,  h   i    primi    coefficienti    dei   covarianti   irreducibili    del 
secondo,  terzo,  quarto  e  sesto  ordine  della  forma  del  quinto  ordine  : 

(a^,  a_,  a,,  a.,  a^,  (7.)(.v,  r)' , 
supponendo  cioè  : 

t  ^=a^a^a^-\-  2a^a,a,  —  a^a',  —  a]a^  —  al , 
h  z=  a_^a,  —  flj, 

k  =^ala,a;  —  ^a^a^a,a^  —  )a^a^a,a^-\-  10 a^ala^  —  ^a^a,a-,  -\-  2ala-^  —  5'^!'^2''4 
-j-  14 a^ a;  —  16 a^ a^a,  -^  Ca^, 
ed  indicando  eoa  /,  D  l'invariante  d;l  quarto  grado  ed  il  discriminante,    si    hanno  le 

^fl=c  _|_  3  c=  +  ^a'  —  a  F-  —  bd  =  ^(3  5=  —  2k), 

lLa'4-c'  4-^ra*c-+-^a'r—  ...  = ^-(s' —  2  sk  —  b  I  —  16O, 

64        '  '    16  '     4  a^^  ■' 

d'  —  loSa^d'  —  iSoa'cd'  —  .  ..  =  -^D; 
al 

quindi,  sostituendo,  si  otterrà  la  trasformata  : 

fl*/  —  loort^jv''  +  2000rt^(35''  —  2À-);''  —  SooaìyYjD 

+  40000(5'  —  2sk  -—  hi  —  I  6/')  =  o, 
la  qualj  coincide  colla  equazione  ausiliare  del  signor  C.wley. 
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NOTA  II. 

Trasforì)m:(ionc  della  Risoìveiite  di  Malfatti. 

Nelle  considerazioni  seguenti  supporremo  è  =  o.  In  questo  caso,  ponendo 

rt'  -}-  e  =  fi ,         9  (1=  -[-  4  e  =  Y ,         27  fl*  -}-  45  «'  ^  +  20  a  e' —  (f  —  ri , 

la  risolvente  in  .v  trovata  nella  Nota  I  può  scriversi  : 

o  ponendo 
si  ha  : 
S:a 

y?  =  h'  — /; 

moltiplicando  la  superiore  per  v"",  e  sostituendo,  si  otterrà  la  seguente  : 

la  quale,  posto  per  brevità 
riducesi  alla 

Il  primo  membro  di  questa  equazione  essendo  la  differenza  di  due  quadrati,  sarà 
eguale  al  prodotto  di  due  polinomi  del  sesto  grado,  i  quali  evidentemente  danno  luogo 
alla  seguente  trasformata  della  risolvente  di  Malfatti  : 

/  -  yy  +  5^'^  ±  ov'  -(}  +  ^yy  -  'K^  ±^r  =  o. 

Ora,  se  supponesi  : 

(i)  T  =  4^>        aQi±z)  =  2B,        ('Ì±sy  =  4C, 

si  ha  : 

5  F  -  4  ^  C  =  -  K^  ± ')% 

quindi  l'equazione  superiore  può  scriversi  : 

/  —  /[Ay'  -\-  10  By'  —  4Cy-j-^B'  —  4AC  =  o, 


50  SULLA    RISOLVENTE    DI    MALFATTI    PER    LE    EQUAZION'I    DEL    dUIXTO    GRADO. 

cioè  la  trasformata  ottenuta  appartiene  a  quella  classe  di  equazioni  che  hanno  lo  stesso 
gruppo  della  equazione  del  moltiplicatore  per  la  trasformazione  del  quinto  ordine. 

È  noto  che,  posto  _y  =  :^ — A,  indicando  con  ;^, ,  ;;^,,  ...  ;(g  le  radici  della  equazione: 

(2)  (-_jy_4^(-_^)=  +  io£a-^)'-4C(^-/?)  +  5F-4JC  =  o, 

la  proprietà  caraneristica  di  questa  classe  di  equazioni  è  espressa  dalle  tre  relazioni  : 

(         y'I.  +  r%  +  vT,  + 1^,  + 1'^.  =  Vii. , 

(3)  r^r.  +  '-^  VI,  +  ^'  VI,  -j-^VI^-{-y:'VI,^o, 

nelle  quali  a  è  una  radice  immaginaria  dell'equazione  .\->  =  i. 
Dalle  equazioni  (i)  si  hanno  le 

a  =  -=- ,  e  =  — 7=r  (4  AC  —  9  5^)  ; 

yc  4C  ''    ^' 

e  per  la  terza  di  esse,  essendo 

sostituendo  il  valore  di  s"  si  otterrà,  dopo  alcune  riduzioni,  la 

S  C  \^^  C'  -\-A'(4AC—  s  BJ, 
e  quindi 

—d'O \^  =2-jB'  —  C'  —  25  A'B* -\-  40  J'FC -f-  20  A'BO  —  45  AB' C— 16  A'>C\ 

Da  questi  valori  di  a,  e,  d  deducesi  che  la  equazione  del  quinto  grado,  dalla  quale 
siamo  partiti,  è  quella  di  cui  le  radici  non  difleriscono  che  di  un  fattore  costante  dalle 
espressioni  della  forma 

Infatti,  i  valori  di  questi  coefficienti  non  differiscono  che  di  un  fattore  da  quelli 
da  me  trovati  nell'Appendice  alla  Nota  :  Sulla  risolu::^iom  delle  equa:^ioni  del  quinto 
grado  *). 


*)  [Lll:  tomo  I,  pp.  535-341  (PP-  339-341)]- 
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NOTA  TU. 

i?/5o///~;o/k'  dcììa  eqihiiifliie  di  quinto  grado. 

La  trasformazione  del  quinto  ordine  delle  funzioni  ellittiche  dà  origine  a  varie 
equazioni  aventi  tutte  la  forma  della  equazione  (2)  della  Nota  antecedente,  e  nelle  quali 
le  A,  B,  C,  od  hanno  valori  numerici  determinati,  o  sono  eguali  a  determinate  fun- 
zioni del  modulo  k.  Indicando  con  1  il  modulo  dell'integrale  ellittico  trasformato,  con 
y,  k'  ì  moduli  di  complemento,  con  x  il  moltiplicatore  nella  trasformazione  del  quinto 
ordine;  ponendo 


^-0 


se  supponesi  nell'equazione  (2)  della  Nota  precedente 

^-^^(r'  +  n, 

si  ha  : 

,  n  16  „  ^       I  l6/c'À'''        . 

^  =  0,        B  =  -^^,  C=64— ^^p^*). 

Supponiamo  ora  di  avere  trasformata  la  medesima  equazione  (2)  in  un'altra,  le 
radici  della  quale  godano  della  stessa  proprietà  caratteristica  delle  radici  della  (2),  di 
modo  che  la  equazione  trasformata  abbia  la  forma  di  quella  equazione.  Indicando  con 
Z  una  radice  qualunque  di  questa  trasformata,  con  A',  B',  C  le  quantità  che  in  essa 
corrispondono  ordinatamente  alle  A,  B,  C  nella  (2),  supponiamo  inoltre  sia  A'  =  o, 
e  quindi  la  trasformata  risulti  della  forma  : 

Z'-f  loB' Z'  —  4C'Z-f-  5B''  =  0. 
Se  in  quest'ultima  equazione  poniamo  Z=  Y^B',  si  ottiene  la  seguente: 

r_|- 10^-4-^7+5  =  0, 

nella  quale  vi  ha  un  solo  coefHciente  non    numerico,  e  siccome    una    equazione    della 
stessa  forma  si  ottiene  ponendo  -  =  j  j/i^  nella  equazione  particolare  citata  più  sopra, 


*)  Vedi  la  mia  Nota:  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  risoluzione  ddU  cquaTSoni  di  quinto  grado, 
nel  volume  priaio  degli  Atti  dell'Istituto  Lombardo. 
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eguagliando  i  due  coefficienti  non  numerici,  si  avrà  l'equazione  : 


C  r'4  B'  k' k"  =  {i(,Fk"  —  i) B" , 

dalla  quale  si  dedurrà  il  valore  del  modulo  k,  che  sostituito  nel  secondo  membro  della 
equazione  : 


darà  i  sei  valori  delle  radici  della  trasformata  in  Z,  corrispondenti  ai  sei  valori  di  x 
e  di  1. 

Accenneremo  ora  brevemente  in  qual  modo  si  possa  giungere  ad  una  trasformata 
in  Z,  dotata  delle  proprietà  suddette.  Questa  ricerca  dipende  dallo  studio  delle  pro- 
prietà di  una  classe  di  equazioni,  le  quaE  hanno  lo  stesso  gruppo  delle  equazioni  del 
moltiplicatore,  o,  seguendo  la  denominazione  del  signor  Kronecker,  hanno  la  affe;:jone 
(Affect)  delle  equazioni  modulari.  Lo  studio  di  questa  classe  di  equazioni  conduce  a 
risultati  della  pili  grande  importanza,  tanto  nella  teorica  delle  funzioni  eUiniche,  quanto 
in  quelle  delle  equazioni  e  delle  forme  *);  noi  ci  proponiamo  di  esporre  una  teorica 
delle  medesime  in  un  prossimo  lavoro,  nel  quale  saranno  anche  dimostrate  alcune  loro 
proprietà  enunciate  dal  signor  Kronecker  in  una  comunicazione  fatta  da  questo  illustre 
geometra  alla  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  nel  giugno  1861;  per  il  che  ci 
limiteremo  ora  ad  esporre  alcuni  risultati,  i  quali  hanno  un  diretto  legame  colla  ricerca 
che  abbiamo  di  mira. 

Supponendo  che  le  quantità  ;^_ ,  :^, ,  ...  :i^  abbiano  lo  stesso  significato  che  nella 
Nota  II,  si  ponno  determinare  tre  funzioni  intere  di  Y:^,  ì  sei  valori  di  ciascuna  delle 
quali,  corrispondenti  ai  sei  valori  di  ;^,  soddisfanno  a  tre  relazioni  analoghe  alle  (3) 
della  Nota  E,  e  quindi  sono  radici  di  equazioni  aventi  la  forma  della  (2).  Le  tre  fun- 
zioni suddette  sono  le  seguenti  : 

^(;^s  _  10.^-^  +  35  . ^= -^- 61  J'-^+ II  £-^+ 60 ^\- 35  ^B-)ì^=^(l'T), 
o  funzioni  lineari  delle  medesime.  Si  ponno  anche  trovare  altre  tre  funzioni  intere 
di  1^^,  le  quali  soddisfanno  alle  tre  relazioni  che  ottengonsi  dalle  (3)  della  Nota  II, 
supponendo  negativo  il  secondo  membro  della  prima,  e  cambiando  x  in  a^  nella  se- 
conda e  nella  terza;  e  queste  pure  sono  radici  di  equazioni  aventi  la  forma  della  (2). 


•)  Vedi  nei  «Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences»,  t.  LVII  (1863),  p.  106,  la  mia  Nota: 
Sur  une  classe  d'équations  du  quatrième  degré. 
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Le  dette  funzioni  sono  le  seguenti  : 

(  (^  -  3  J)  l'i,         [-^  _  7  ^  -^  +  7  (4 ^'  -I-  5)]  1/^, 

o  funzioni  lineari  delle  medesime. 
^      Notisi  che  quest'ultima  espressione,  per  l'equazione  (2)  della  Nota  II,  può  scriversi: 

e  questa  quadrata,  dopo  .ilcune  riduzioni,  dà 

4(A''  —  By(—-_'-\-c)A-,*  —  2éJ^-'-|-  34^'^^—  loBi'  — 

—  21  J+;;:+  20^5:^+  5  J'  —  lO^^B  -f-  5  C); 

quindi,  indicando  con  p  una  quantità  indeterminata,  e  ponendo  la    terza    delle    espres- 
sioni (2)  eguale  a  p  \  ^',  si  ha  : 

p^--,'  =  4(^'  -  ^n-  (^-  ^)'  +  4-/(^  -  Ay  -  io5(- _  jy  +  5  C] 

o  per  la  equazione  (2)  della  Nota  II  : 


cioè,  ponendo 


P^,'  =  4(^''-By^i^l^=^  +  cy, 


p  =  2{A'> —  B)]'^B' —  4AC,         A' ^ 
l'-A'  = 


SB'  —  j^AC 

si  avrà  la  relazione  : 


A- 

Ma  evidentemente  dalla  stessa  equazione  (2)  della  Nota  II,  dividendo  per 

(--.J/(5F-4^C), 
ponendo 

B  ,.,  A 


SB'  —  ^AC  sB"  —  4AC' 

ed  osservando  essere 

(iB'  —  4AC){sB''-4A'C')=  i, 

si  ha  per  la  relazione  superiore  : 

(-,'-Ay-4AX-^'-Ay  +  ioBXi'-Ay-4C'(K'-A')-\-sB'^-4A'C=o, 
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equazione  di  forma  identica  a  quella  della    (2)   della    Nota  II,    la    quale    sarà    il    tipo 
delle  equazioni  della  seconda  specie. 
Inoltre,  siccome  supponendo 


si  ha  : 

P' \'^  =  (l'  -loA'-^'-}-  3^  .r  '^•'  —  59  A-'  e  +  9  B' x:'  +  48  ^'' l' 

—  23A'B\'  —  15  A''  -j-  i^A'B'  —  ^C')\'^, 
se  si  indicano  con 

]'l,        9(1'^,  A,  B,  C),        ò{]'^,  A,  B,  C), 

le  tre  espressioni  (i)  della  prima  specie,  le  (2)  della  seconda  specie  si  potranno  porre 
sotto  la  forma  : 

V^',        9Ì\'l',  '-1',   B',  C),        'J/0/?>  ^'>  B',  C). 

Nella  mia  Nota  :  Intorno  ad  alcune  forinole  per  la  risoluzione  delle  equaiioni  alge- 
brich:  *)  ho  dimostrato  che  le  radici  di  una  equazione  algebrica  di  grado  n  soddisfanno 
ad  n  equazioni  alle  derivate  parziali  lineari  del  primo  ordirle.  Applicando  quelle  formole 
alle  equazioni  (2)  della  Nota  II,  ed  osservando  che  in  questo  caso  i  coefficienti  della 
equazione  sono  funzioni  di  tre  sole  quantità  A,  B,  C,  si  trovano  le  equazioni  : 


{-^+-yii+^'^m='- 


2\A 

4[(C-io^'  +  4^^£)^+^(3^C-38^'5-[-2o£0^ 

-f5(ii^/JC  +  J'iJ^-3  5'-i4^'C)^]  =  9(l/0, 

2[(25^^-23.^'5-6F  +  4^C)^  +  (9i^^5-io3.-i=i5^+2^'C+io5C)^ 

+  iiS3A>C-2A^B^^2AB^~3-A^-BC-^4C^)^'j^'!^{V^), 

j  ■    j  j  ■       1     •   j-    d]'^      d\'~'      d]'^  .    ,. 

e  da  queste  si  deducono  1  valori  di    -—- ,    -^-^ ,    -3-V  ,    espressi    linearmente   me- 
diante funzioni  della  specie  delle  (i). 

Indicando  con  j/Z",  l/Z",  ^Z'"  tre  funzioni  della  specie  (i),   e    supponendo  es- 


♦)  [XXIII:  tono  I,  pp.   157-161]. 
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sere  a,  b,  e  tre  quantità  indeterminate,  poniamo 

\fZ  =  aVZ''-\-bfZ^'-]-c  ]'Z^  ; 

l'equazione  del  sesto  grado  in  Z,  le  radici  della  quale  sono  date  dalla  relazione  supe- 
riore, sostituendo  ;^_ ,  :^j ,  . . .  in  luogo  di  :^,  sarà,  per  quanto  si  è  detto,  della  forma 
della  (2)  della  Nota  precedente,  ed  i  coefficienti  J',  B',  C  della  medesima  saranno 
funzioni  delle  A,  B,  C  e  delle  tre  indeterminate  a,  b,  e.  Supponiamo  ora  di  aver  so- 
stituito, nel  secondo  membro  della  equazione  superiore,  Z  in  luogo  di  ^,  e  le  A',  B',  C 
al  posto  delle  A,  B,  C;  quindi  per  Z  il  suo  valore  dato  dalla  equazione  stessa,  e  per 
A',  B',  C  i  loro  valori  in  funzione  di  A,  B,  C;  a,  b,  e.  Il  risultato  sarà  della  torma: 

rt,l/Z'+;;,t''Z^+c,l/Z^, 

cioè  sarà  una  funzione  lineare  di  tre  delle  funzioni  (i).  Una  analoga  proprietà  si  ve- 
rifica per  le  derivate  seconde  di  \f^  rispetto  ad  A,  B,  C,  e  quindi  per  le  derivate  d'or- 
dine superiore.  Ne  deriva  che,  supponendo  A,  B,  C  funzioni  di  una  stessa  k,  le  deri- 
vate di  l/Z  rispetto  a  k  sono  esprimibili  in  funzioni  lineari  di  tre  delle  funzioni  (i), 
e  quindi  fra  quattro  di  queste  derivate  sussiste  una  relazione  lineare.  Questi  due  teo- 
remi sono  generali  a  tutte  le  equazioni  di  questa  classe. 

Noi  vediamo  ora  come  facilmente  si  possa  risolvere  la  questione  che  abbiamo  di 
mira,  óoi  trasformare  nuovamente  la  ottenuta  trasformata  della  risolvente  di  Mal- 
fatti, in  modo  che  nella  nuova  trasformata  sia  A'  ^  o.  Si  prendano  due  qualsivo- 
gliano  delle  funzioni  (i),  le  quaU  indicherò  con  ]^',  I^Z",  e  si  calcoli  l'equazione,  di 
cui  le  radici  sono  date  dalla 

Ì^  =  a]'Z''-{-b]^r'', 

essendo  a,  b  due  indeterminate.  Evidentemente  il  valore  di  A'  sarà  del  secondo  grado 
in  a:b;  quindi  potremo  dedurre  un  valore  del  rapporto  a  :  b  in  funzione  di  A,  B,  C, 
il  quale  annulli  A'.  Supponendo,  p.  e., 

1/Z  =  [.  +  /.(-- 5  ^^+5^^)]l^i', 
si  ha  facilmente  : 

A'  =  Aa--\-  2abiA-'  —  6B)-{-y{A>-{-  2oA'B-{-  4Q. 

La  teorica  delle  funzioni  ellittiche  conduce  anche  ad  equazioni,  per  le  quali  è 
B  ^  0  (p.  e.  quella  del  moltiplicatore);  ora,  osservando  le  equazioni  (i)  della  Nota 
precedente,  si  ha  che,  supponendo  a  ^  o  nella  equazione  del  quinto  grado  proposta, 
sarà  B=^o;  quindi,  ponendo  :^  —  A  =^  y  A  nella  equazione  (2)  della  Nota  II,  si  avrà  : 
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y  -  \f  -4^0' +  0  =  0, 

e  questa,  posta  a  confronto,  per  esempio,  colla  equazione  del  moltiplicatore  x,  darà  la 

C+64J'À-Vc'^  =  0, 
o  la 

¥  r  rf+  +  1 6  e'  (i  —  4  V  k'y  =  o , 

per  determinare  il  valore  del  modulo  k  da  sostituirsi  nella  equazione 

y  =  cx, 

onde  avere  le  radici  della  trasformata  della  risolvente  del  Malfatti. 

Ma  quest'ultimo  modo  di  soluzione  del  problema  suppone  eseguita,  sulla  equa- 
zione del  quinto  grado  proposta,  la  trasformazione  di  Jerrard,  mediante  la  quale  ri- 
durla alla  forma  trinomia  : 

.\->  —  ^  ex  -\-  d  ^  o, 

mentre  pel  metodo  precedente  non  si  ha  che  a  supporre  b  ^  o,  cioè  l'equazione  del 
quinto  grado  ridotta  alla  forma  : 

.v'  —  5  fl .v'  —  )  ex  -\-  d  =  o; 

ed  un  bellissimo  esempio  di  una  riduzione  di  questa  specie  fu  dato  dal  sig.  Hermite 
in  una  Nota  pubblicata  nel  giornale  de!  signor  Borchardt  *).  In  quella  riduzione  i 
coefficienti  a,  e,  d  sono  funzioni  intere,  razionali,  degli  invarianti  delle  forme  del  quinto 
grado,  e  della  radice  quadrata  del  discriminante  della  forma  stessa. 

[G.],  [L.]. 


*;  Hermite,  Sur  l'invariant  du  iS''"»  orare  des  formes  du  cinquiènii  digré  et  sur  U  róU  qu'il 
joue  dans  la  rèsolution  de  l'équation  du  cinquiime  degré  (Extrait  de  deux  lettres  à  M.  C.  W.  Borchardt) 
[Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LIX  (i86i),  pp.  304-305]. 


LXV. 

SULLA  TEORL\  DELLE  COORDINATE  CURVILINEE. 


Annaii  di  Matematica  pura  ed  appìlrata,  serie  li,  tomo  I  (1867-68),  pp. 


In  una  breve  Nota  «  Sulle  linee  di  curvatura  della  superficie  delle  onde  »  *),  abbiamo 
data  l'equazione  differenziale  di  quelle  linee  per  una  superfìcie  qualunque,  formata  per 
mezzo  dei  parametri  del  piano  tangente,  supponendo  i  parametri  stessi  funzioni  di  due 
coordinate  curvilinee.  Il  sig.  Ossian  Bonnet  nella  sua  interessante  Memoria  «  Sur 
l'emploi  d'un  nonvcaa  systèrne  de  variables  dans  l'étnde  des  propriélés  des  surfaces  cour- 
bes  »  **)  ha  esposto  una  teorica  completa  delle  superfìcie  curve  (non  sviluppabili)  fon- 
data sulla  considerazione  delle  variabili  che  servono  a  fissare  la  posizione  del  piano 
tangente.  Rappresentando  con  O.v,  Oy,  0:^  i  tre  assi  ortogonali,  le  variabili  del 
sig.  Bonnet  sono:  i°  l'angolo  che  il  piano  passante  per  la  normale  alla  superficie 
parallelamente  all'asse  delle  x  comprende  col  piano  x:^;  2°  il  logaritmo-tangente  della 
metà  dell'angolo  che  la  normale  fa  coU'asse  delle  x;  3°  la  distanza  dall'origine  alla 
traccia  del  piano  tangente  sul  piano  y:;_.  Le  due  prime  variabili  determinano  due  si- 
stemi di  hnee  sulla  superficie  e  ponno  assumersi  come  parametri  delle  medesime  ossia 
come  coordinate  curvilinee. 

Ma,  sebbene  questo  sistema  di  variabiH  si  presti  assai  opportunamente  alla  trat- 
tazione di  molti  ed  importanti  quistioni  geometriche,  come  lo  provarono  il  sig.  Bonnet 
nella  citata  Memoria  e  più  recentemente  il  prof.  DiNi  nella  sua  Nota  «  Sulle  superficie 


*)  [LVIII:  to.no  II,  pp.   15-16]. 

*•)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  2'  sèrie,  t.  V  (i86o>. 
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nelle  quali  la  somma  dei  due  raggi  di  curvatura  principale  è  costante  »  *),  pure  pen- 
siamo che  il  concetto  più  generale  adombrato  nel  breve  nostro  lavoro  rammentato  più 
sopra,  di  fondare  cioè  la  teoria  delle  superficie  sulla  considerazione  di  variabili  che  de- 
terminino la  posizione  del  piano  tangente,  senza  fissare  a  priori  quali  debbano  essere 
queste  variabili,  presenti  il  vantaggio  di  far  dipendere  la  scelta  del  sistema  di  variabili 
dal  problema  che  si  ha  di  mira.  Il  presente  lavoro  non  è  che  un  saggio  di  questa 
maniera  di  considerazioni  nelle  ricerche  d'analisi  applicata  alla  geometria  delle  superficie. 

I.  Se  con  .Y,  y,  ;;;  si  indicano  le  coordinate  rettangolari  dei  punti  di    una    super- 
ficie, con  u,  V  le  curvilinee,  adottando  le  ordinarie  denominazioni  : 


\du)   ^[duj   ~^\duj 


[  ^=m+m+m 


e  ^^=eg — /%  è  noto  che  i  valori  dei  coseni  degh  angoli    a,  '^,  y,    che    la    normale 
alla  superficie  fa  coi  tre  assi,  si  deducono  dalle  due  equazioni  : 

du    ^       da    '    ^  du  '  d i'    '       dv    '    '  dv 

e  dalla  k" -j-  fi'' -j- T"  ^  ^-  ^^'^  queste  relazioni,  indicando  con  J,  B,  C  ì  primi  membri 
delle  equazioni  che  seguono,  si  hanno  le 


'  A  = 

d\x 

+^li+ 

d\ 
'a«^"" 

(2) 

L 

d'x 

^,-^'dudv 

+  'a«az 

(c  = 

d\x 

+#+■ 

d\ 

Ora  L 

^(0> 

(2)  danno  : 
dxd\x     . 

dT^dl?-^ 

d  y  d'y 
dud  u^ 

_raaax    a^aj;    aya^-i 
|_a  "  a  /f    a  M  a  H  '  a  M  a  H J  ' 

V  ~       Idv  du^---j—       Idu  dv 

rdxdx       d^dy       djdil^ 
]_dv  dv       dv  dv'   dv  d  vj 


'    du  dn'         2   du' 


*)  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  s.  I,  t.  VII  I1865;,  p.  5-18. 
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d X d'x        d y  d'y     .did\^ df         i    de 

d\\    ,    ,,  d'y     ,       ò\  , 

da     '       da  '  d tir 

dalle  quali  e  dalle  analoghe  si  deducono  pei  differenziali  secondi  di  x,  y,  z^  rispetto  ad 
«,  V  le  seguenti  espressioni  : 

5\v_  /  I    aS  \a.v  dx    .     , 

■^  d  //  a  i' 

ò'x  dx    ,    /  i    dn         \dx    ,    ^ 


a 

nelle  quali  : 


(4) 


l    ,        1    /   de         dA  I    /  5?       r^A 

\  p=^[^d^-Jd7>)'  '^'=^y^--fd'v)' 

)  1/5/         de        ^de\  I    /      df         dg        ^.dA 

(  ''-JfV'd7~'d^~JdT>)^        '"  =  ^V''dv-^d7-^rv)- 

Se  inoltre  si  considera  che  dalle  relazioni  (2)  e  dalle  seguenti: 

da  ,  ,, a?  ,    a-;  d7.  ,  ,ar^  ,    ay 

dti  ali        '  òli  dv    '       dv    '    '  dv 

...  dx     dx  .  •       1     • 

SI  derivano  per  ■::r— ,  ■^—  1  se:Tuenn  valori  : 
diì     di' 

ed  analogamente  mutando  x  in  [i,  y  ed  .v  in  _)',  ;^;  si  fa  evidente  per  le  equazioni  (3) 
che  i  differenziali  di  x  di  qualunque  ordine  rispetto  ad  u,  v  sono  funzioni  lineari  di 
5—,  -5—,  a.  Ma  differenziando  la  prima  delle  equazioni  (3)  rispetto  a  v,  la  seconda 
rispetto  ad  u,  i  primi  membri  diventano  identici,  quindi,  sottraendo  l'una  equazione 
dall'altra,  si  giungerà  ad  un  risultato  della  forma  : 
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du  da    ' 

il  quale,  dovendo  sussistere  col  mutare  la  a'  in  y,  :;;^  e  la  a  in  ^,  y,  dà  luogo  alle 

i  =  0,  M=:0,  iV=0. 

Così,  derivando  la  seconda  delle  (3)  rispetto  a  v,  e  la  terza  rispetto  ad  /(,  si  ar- 
riverà a  tre  equazioni  : 

L'  =  0,        M'  =  0,         N'  ^  o; 

ma  siccome  eseguendo  le  calcolazioni  indicate  trovasi  essere  L  =  M',  quelle  sei  equa- 
zioni si  ridurranno  alle  tre  seguenti  : 

f    ^  A  r-  m\  .  \    ^  P    \    ^1  I     3"  log  ^ 

S  ^  ■'       -^  ■'  ^   dn    ^   dv        2    dudv  ' 

S  ,  ,  ^       ^„        I    dS      ,     I    òS       ,   dw       dp 

■ir  (A  C  —  B')  = -^  ^—p  4--^'^~w-\-'^ ^  —  2p'  ~  igw 

ìi   ^  ■'       2Ìi  dv^    '    26  du       '   du        dv         ^  ^ 

ed  alle  due  : 

(7)  ' 

I    dB        dC  ,       /  ^    à^\p  r 

Notiamo  che  la  seconda  e  la  terza  delle  (6),  osservando  essere 

si  semplificano  e  danno  le 

Le  equazioni  (6)  non  costituiscono  effettivamente  che    una    sola    equazione    sotto 
difierenti  forme,  equazione  che  fornisce  il   valore   di    AC  —  B\    ed   in    conseguenza 
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quello  del  prodotto  dei  raggi  di  curvatura  della  superficie  in  funzione  di  e,  f,  a  e  delle 
loro  derivate  prime  e  seconde  rispetto  ad  a  ed  a  v,  come  pel  primo  ha  dimostrato 
Gauss. 

I  valori  dei  coseni  a,  fi,  y: 

^~|/§\8M3t;  dvduj'  ^~]/^\dudv  dvdnì'  ^~j/^\dHdv  dvdit) 
danno  evidentemente  : 

quindi,  essendo  ce'  -\-  [i"  -\-  •{'  ^=  i,  sarà  a  esprimibile  in  funzione  di  e,  f,  g  e  dei  dif- 
ferenziali primi  di  .v  rispetto  ad  u  ed  a  v.  Cosi  per  ^,  y  mutando  .v  in  y,  :ì. 

2.  Sebbene  estranee  all'argomento  principale  di  questo  scritto,  aggiungiamo  alcune 
applicazioni  delle  formole  superiori,  per  mostrare  come  la  generalità  delle  medesime 
non  diminuisca  la  semplicità  dei  risultati.  Se  in  ciascuna  delle  equazioni  (3)  si  traspor- 
tano tutti  i  termini  del  secondo  membro,  ad  eccezione  dell'ultimo,  nel  primo  membro, 
quindi  si  moltiplicano  fra  loro  la  prima  e  la  terza,  e  si  sottrae  dal  prodotto  il  qua- 
drato della  seconda,  si  ottiene  la  equazione  : 


la  quale,  posto  per  AC  —  5^  uno  dei  valori  (6)  e  per  a.^  il  valore  dato  dalla  (9), 
diventa  una  equazione  ai  differenziali  parziali  del  secondo  ordine,  i  coefficienti  della 
quale  sono  funzioni  di  e,  /,  «'  e  dei  loro  differenziali.  Ora,  se  queste  ultime  sono  note, 
la  equazione  differenziale  superiore,  e  le  altre  due  che  ottengonsi  mutando  la  x  in  y,  ;^, 
daranno,  integrate,  i  valori  di  .v,  y,  ;^;  cioè  daranno  le  equazioni  delle  superficie  apph- 
cabili  a  quella  definita  dagli  stessi  valori  di  e,  f,  g. 

Il  metodo  generale  suesposto  per  la  ricerca  di  quelle  equazioni  si  modifica  però 
nei  casi  particolari,  e  si  può  talvolta  giungere  ad  equazioni  differenziali  meno  compli- 
cate. Per  esempio,  se  le  A,  B,  C  fossero  legate  dalla  equazione 

).^  +  ty.£  +  vC=o, 

nella  quale  le  1,  u-,  v  siano  coefficienti  numerici  od  espressioni  conosciute  di  /(  e  di  v, 
l'equazione  differenziale  si  otterrebbe  moltiplicando  le  (3)  per  1,  [/.,  v    e   sommandole. 
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Converrà  quindi  per  determinare  quelle  equazioni  ricorrere  nei  casi  particolari  alle  re- 
lazioni (3). 

Così,  siccome  supponendo    e  =  g,   f  =  o,  donde  S  =  t'^,  p  :=  —  r  =  —  -5—  , 

q  =  —  tu  =  — -  x~'  ^^  prima  e  la  terza  delle  equazioni  (3)  sommate  danno  : 

ss  A  -\-  e  ^=  o,  cioè  se  la  superficie  che  si  considera  ha  i  raggi  di  curvatura  eguali  e 
di  segno  contrario,  l'equazione  differenziale  risulterà  la 


d\x    ,    d'.x 

e  le  equazioni  (7)  daranno  : 

dA  _dB             dA  _       dC  _ 
dv    ~  du  '          du    '^        du    ~ 

dB 

-d^ 

quindi  anche  : 

d'-B    ,    d'B 

du^   +dv^-    =^- 

3.  Nelle  formole  e  nelle  applicazioni  precedenti  si  sono  supposti  noti  i  valori 
delle  e,  f,  g  in  funzione  di  u  e  di  v.  Supporrò  nel  seguito  che  i  coseni  x,  ji,  y  degli 
angoli  che  la  normale  alla  superficie  fa  cogli  assi  ortogonali  sieno  funzioni  conosciute 
delle  coordinate  cur\ilinee.  In  questa  ipotesi  pongasi  : 

dy-  dv.    .d'p  d'^    .dy  d'{ 

d u  d V       d u  dv        d u  dv' 

e  sostituendo  per  ^— ,  -^,  ...  i  valori  dati  dalle  equazioni  (j\  si  avranno  le 
'^       du     du  ^  ^■^■' 

^l  =  cB'  —  2fAB-[-gA\ 
Sm  =  eBC—f(AC-\-  B')  +  i'^B, 
ì>,i  =  eC-  —  2fBC^  gB\ 


SULLA    TEORIA    DELLE    COORDINATE    CURVILINEE. 


dalle  quali  si  deducono  le  reciproche  : 

(io)  )    kf=ÌBC-in(JC-\-B')-{-nAB, 

{    kg  =  IC  —  2w£C+  nB\ 

essendo  k  =^  1  ii  —  ;;/".  L'una  o  l'altra  di  queste  due  terne    d'equazioni    danno    anche 
le  due  relazioni  : 

ììk  =  (AC  —  By, 

i.(25/_  Ja-  Ce)  =  {A  C  —  B')(2 B m  —  A n  —  CI); 

e  siccome  indicando  con  R^,  R^  i  raggi  di  curvatura  principale  della  superficie  si  hanno, 
come  è  noto,  le 

S>   /?   -  ^  R   4-R   -    2Bf-Ag-Ce 

si  avranno  altresì  le  seguenti  : 

^     .         ^   _  .  /T        AC-  B'  p     ,     „  2Bm  —  An-Cl 

(11)  R^R^  =  y-  = ^ ,       R.  +  R.^ 1 . 

Cosi,  siccome  per  le  relazioni  superiori  si  hanno  le 

[  k(Bf  —  Ce)  =  {AC  —  B%Bm  -  An) ,     k(Af  —  Bc)  =  {AC-  B'XBl  —  Am) , 

(12)  { 

ì  k{Bf  -  Ag)  ^{AC-  BJyBm  -  CI) ,      k{Cf  —  Bg)  =  (AC  -  B')iBn  -  Cm) , 

dalle  equazioni  (5)  si  deducono  le 

(     k^^^^B,n-An)p  +  (A,n-Bl)^, 
\       da        ^  ''da    '    ^  '' dv 

e  le  analoghe,  mutando  x  in  y,  x^  ed  a.  in  |i,  y- 
Infine,  osservando  che  per  le  (2)  si  ha  : 

ÒA       dB  _d'7.dx      d'^^dy      d'ydi        d^a    dx         8'^    dy         S'y    d^ 
dv        òli        du^  dv       du^  dv~^  dir  dv      dudvdii       dudvdu       dudvdu' 

sostituendo  nella  medesima  i  valori  superiori  di  •^^,  •=r^,  si  ottiene  la 
"^  dii     dv 


SULLA    TEORIA    DELLE    COORDINATE    CURVILINEE. 


(14) 

di- 

-d7- 

e  nello 

stesso 

moilo  la 

seconda  : 

(14') 

dB 

dv    ' 

dC 

òA     dB     ,  .  ,  /         I  aUp 


r.C, 


nelle  quali  le  p, ,  rj, ,  r, ,  w^  si  deducono  dalle   p,  q,  r,  iv    mutando  ordinatamente  le 
e,  f,  ^  nelle  /,  m,  ti. 

4.  Raccogliamo  in  questo  n°  alcune  formole,  colle  quali,  dati  i  valori  delle  /,  in,  n, 
si  ponno  nei  casi  particolari  dedurre  quelli  delle  a,  ^,  y- 

Per  le  espressioni  di  /,  m,  n  si  hanno  evidentemente  le  equazioni  : 

dir  dii     '    '  Oli 

dy.d'y.        d'^d''^        d-d'y  _    i    dì 
dìidir        dudu''       dìidii'         2    dn' 

doid'oi       a^d^p        d'fd'^' _dm  I    di 

dv  du"'^  dv  da''       dvdu^       d u  2   dv' 

dalle  quali  e  dalle  analoghe  si  ottengono,  come  le  (3)  del  n°  i,  le  seguenti: 

dJ?~\2kdTi~'^')d7i^'^'dT'~' 

.     ^  ,       d^y.  d  y    ,        dy. 

'    dii  dv        ^  '  dii  '  dv 


•y.  dy    ,    /  I    dk  \dy 


Cosi  i  valori  di  a,  '^,  y  dedotti  dalle 

dy   ,   f,d'p   ,      ór  8^5^         5 y  j   ,   „ 2   , 

d  «  a  «  a  H  d  L'         0  !■    '    '  d  i'  ' 

conducono  a  relazioni  simili  alle  (9)  : 
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ed  i  valori  stessi  danno  altre  tre  relazioni  della  forma  : 

5.  Passiamo  ora  a  mostrare  come  le  formole  trovate  sopra  si  prestino  opportu- 
namente nella  trattazione  di  varie  qnistioni  speciali.  Consideriamo  dapprima  le  super- 
ficie per  le  quali  la  somma  dei  raggi  di  curvatura  è  costante,  cioè  : 

R^-\-  R^  =  ih, 
essendo  h  costante. 

La  seconda  delle  equazioni  (ii)  dà: 

iBm  —  Ah  — CI  =  2hk, 

alla  quale  si  soddisfa  supponendo  : 

CASO  I)  /  =  H  ^  o  ,         B  =  —  mh  , 

CASO  II)  l  =  Il ,    m  =  o  ,        A  -\-  C  —  —  2Ìh. 

Nel  caso  I),  essendo  p^  =  </,  =  r^  =  «',  :=  o,  le  formole  (15)  danno  : 

d' y-         1    dm  doL  d'v.  d'ot. i    dm  dx 

Wh"  ~~   m   d  a   dii'  d  11  d  v  ~        '      '  d  v"  ~   m  d  v   d  v  ' 

e  la  (i  6)  diventa  : 

2^r— ^--  =  /;ì(i  —  a-  ). 
dii  dv  ^  ^ 

Dalla  prima  di  queste,  integrando,  si  ortieae  ^  =  "'?(^')>  P^''  ^^  quale  la  quarta 

si  muta  nella 

2  £?  a 


I  —  % 

da  cui  : 

i  +  a 


/OOF(^), 


Supponendo  per  maggiore  semplicità  : 

I  —  a 
si  avranno  : 

uv  —  I  2 

a  ^  ■ ,  m  =  7 j — ^2 

;/  V  -\-  i  [iiv  -\-  \) 
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La  (i  7),  pei  valori  superiori  di  /,  m,  11,  r,  diventa  : 
da  cui  : 


dv 

./^, 

'P  = 

ti  -\-  V 

"  ItV  -\-   I    ' 

.._ 

.    lì   —  V 

ed  infine,  essendo   «"  +  1^"  +  Y        -,    --   —    i        •         , 

Determinati  così  i  valori  di  v-,  'p,  y  in  funzione  di  u,  v,  i  quali  annullano  /  ed  n, 
osserviamo  che,  essendo  B^  —  mh,  le  equazioni  (14)  danno  le 

ÒA  èC 

^—  =  o,         ^—  =  0, 

dv  0  u 

cioè 

J  =  o(u),         C  =  ò(v); 

ed  infine  daUe  (13)  si  deducono  le 

dii  dii  '  ^  ^ 

da  dii         2   ^  y  .  V  y  » 

du  du    '      2   ^      '       ■>  •  ^  ■" 

ed  analoghi  valori  per  ^ ,    ^ ,   ^-- ,  mutando  11  in  v,  o  in   'li,   ed    i 
■^  "^      dv     dv      dv  ^ 

l'ultima. 

Si  hanno  così  le  equazioni  differenziali  della  superficie  : 

d X  z=  h  da  —  HO  (;()  du  —  vò  (i')  d v  , 

dy  ^  h  d*^ (i  —  «')?(«)  ali (i  —  v')'!^  (y)  dv  , 

di  =  hd^{-\--^(i-{-n')r^(u)du  —-^(ii-^v')^(v)dv. 

Se  /;  =  o,  cioè  se  la  superficie  che  si  considera  è  quella  d'area  minima,    le    rela- 
zioni (io)  danno  le 


nel- 
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ed  il  differenziale  dell'arco  sarà  espresso  dalla  formola  : 

dS'  =  ifdud  V. 

Da  questo  sistema  di  coordinate  simiìiclricbe  ti,  v,  passando   all'altro    sistema    pure 
simmetrico,  dato  dalle  relazioni  : 

u  =  s  —  it ,         V  ^  s  -j-  it , 
si  avrà  : 

^5^  =  2f(ds'-\-df), 

e  le  equazioni  differenziali  superiori  si  potranno  porre  sotto  la  forma  data  ad  esse  dal 
sig.  Weierstrass,  in  un  recente  lavoro  presentato  all'Accademia  delle  Scienze  di  Ber- 
lino «  Ueber  die  Fìàchen,  in  deiien  die  miniere  Krilmmimg  liberali  gleicb  Nuli  ist  » 
(Monatsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1866,  p.  612). 

Nel  caso  II),  che  intendiamo  esaminare,  se  si  suppone  che  /  e  quindi  n  sieno  fun- 
zioni soltanto  di  V,  si  hanno  le 

I    di 

e  la  (14')  dà 

1^  =  cf-'OO  \/T,         donde         a  =  .^  (.)  )/T+  ^  (v)  ; 

il  quale  valore  sostituito  nella  terza  delle  stesse  (15),  ossia  nella 

d  v        2  l  d  V  5  D    ' 
conduce  alla 

per  la  quale  /  viene  determinata  dalla 


..  àm^'^' 


d'ji 

dv' 
e   si    ha   ']f(y)^  +  yi.  Quest'ultima  equazione    differenziale    è    soddisfatta    ponendo 

[?(«)±i]; 


1/  /  =: —  :  si  avrà  quindi 

cosìt;  ^ 


cosjt; 
e  siccome  sostituendo  questo  valore  di  a  nella  (lé)  si  giunge  alla 
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si  ha  a  :^ —,  e  la  (17)  riducesi  per  questi  valori  di  y.,  l  alla  seguente: 

d'fi    ,    .  .    8fi  I       ,^ 

cotan^  Il  ^ f-  1  taiii^  ;  v  ^—  = r^-  B  , 

-     au    '  ^      dv  cos' IV 

la  quale  è  subito  integrata  e  dà  pel  valore  di  fi  : 

,,        cos  u  ...  .  . 

P  = r-     e  quindi     Y  =  ì  lan-j,  iv; 

cos IV  '  ' 

cioè  le  coordinate  curvilinee  u,  v  corrispondono  alle  prime   due    variabili    del    sistema 
considerato  dal  sig.  Bonnet  nella  Memoria  citata. 

Ottenuti  così  i  valori  di  a,  p,  y  pei    quali    /  =  n,    m  =  0    ed    /    funzione    della 
sola  V,  osservando  che  le  (14),  (14')  riduconsi  in  questo  caso  alle 

dA        dB        .  .,,!,->  dB        dC 

^ ^ —  =  «  tang  )  V  CA  -f-  L),  ^ ^; —  =  0  , 

nel  problema  che  si  ha  di  mira  essendo 

,    ,    ,.  ,,                     .       dA    .    dC 

A  -i-  L  ^=  —  2  /  /;  ,       per  cui       -^^ \-  ^ —  =  o  , 

'  ^                  dii         à  il 
si  avrà  anche 

da'    ^dv'~  -       ''dv'' 
ossia 

A=jXs)  +  F(0 ^, 

j  ^  ^    i        V  y        cos-;z) 

posto  s  :=  Il  -{-  iv,    t  ■=!  u  —  iv.  Cosi  avremo  : 

■'  ^  ■'  ^  ■'        cos  l  V 

£  =  ;[/(5)-F(0]; 

i  quali  valori  sostituiti  nelle  (13)  danno  le   equazioni    ditlerenziali    della    superficie    ri- 
chiesta, ossia  : 

d X  =  h d X  —  /(j)  cos  sds  —  F (/)  costdt, 

dy  =  bd''^-{-  f(s)  scnsds-\-  F Q)  sen tdt, 

di^hdy^iU\O^Ì^-FQ)'lt]. 

Notiamo  che  per  le  (11)  essendo: 

k' (i?,  —  i? J=  :=^  (A n  —  Ciy  -^  4B'  1  n  -[-  4in(A  C m  —  B  CI  —  AB  11)  , 
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per  le  superficie  nelle  quali  R^  =  R^,  nel  primo  sistema  di  coordinate  deve  essere 
^  C  =  0,  e  nel  secondo  : 

A  —  C=  2ÌB; 

e  le  formole  superiori  si  prestano  nell'un  caso  e  nell'altro  alla  ricerca  delle  equazioni 
differenziali  delle  superficie  stesse. 

6.  Abbiamo  dimostrato  nel  precedente  n°  come  le  formole  e  le  considerazioni 
esposte  nei  n'  3  e  4  conducono  facilmente  alla  scelta  di  quel  sistema  di  coordinate  /(,  v, 
che  si  presenta  più  opportuno  nel  problema  particolare  che  si  ha  di  mira.  Potremmo 
aggiungere  altri  esempi,  ma  ci  limiteremo  ad  alcune  osservazioni  sulla  equazione  gene- 
rale delle  linee  di  curvatura,  giacché  la  introduzione  delle  variabili  /,  in,  n  nella  equa- 
zione stessa  conduce  ad  alcuni  risultati  di  qualche  interesse. 

È  noto  che  la  equazione  delle  linee  di  curvatura  in  coordinate  curvilinee  u,  v  è 
la  seguente  : 

(^cB  -  fJ)  dtr  +  (<;  C  —  gA)du  dv  -\- (JC  —  gB)dv'  =  o  , 

h.  quale  per  le  relazioni  (12)  si  trasforma  nella 

(18)  (mA  —  lB)du'  +  (,iA  —  IQdiidv  +  {uB  —  mC)dv-  =  0. 

Questa  equazione  nell'ipotesi  di  1  =  n  =  o  riducesi  alla 

Adir  =  Cdv-, 

ed  essendo  per  le  superficie  nelle  quali  la  somma  dei  raggi  di  curvatura  è  costante 
yf  =:  ip  (/() ,  C  =  ò  (v) ,  la  equazione  stessa  è  ridotta  alle  quadrature  da  quel  sistema 
di  coordinate  ;/,  v. 

Così,  se  si  suppone  l  =  n,  m  =  0,  si  ottiene  la 

dv'  -\ n —  du  dv  —  d II'  =  0  , 

la  quale  pei  valori  di  A,  B,  C  trovati  per  le  superficie  suddette  nel  sistema  di  coordi- 
nate che  ora  consideriamo,  si  trasforma  nella 

jXs)dr  =  FO)df. 

È  noto  che  per  una  linea  di  curvatura  si  hanno  le 

d^  _dj^_d^ 
dv.        d'^        (f  y  ' 
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e  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  Hnea  nello  spazio  sia  piana  è  la 

dx      dy      dx^ 

d^  X     d^y     d':^ 

d'x  d'>y  d'i 
quindi,  affinchè  una  linea  di  curvatura  sia  piana,  dovrà  sussistere  la  equazione  seguente: 

dx  d'p  d'( 
(19)  d'x     d'-.     d'-i 

d'a.     d'^^     d'y 


Quest'ultima  integrata  dà 


,..  +  ;..i 


=  /;, 


essendo  1,  [j.,  v,  h  quattro  costanti:  proprietà  dimostrau  da  Joachimsthal  per  una 
linea  di  curvatura  piana;  ma  supponendo  le  a,  ^,  y  funzioni  di  ti,  v,  la  equazione 
stessa  condurrà  ad  una  equazione  differenziale  del  terzo  ordine,  i  coefficienti  della  quale 
sono  funzioni  di  /,  m,  n  e  delle  loro  derivate.  Allorquando  questa  equazione  sia  inte- 
grabile, si  otterrà  la  relazione  che  deve  sussistere  fra  le  ;/,  v  lungo  quella  linea  di 
curvatura. 

Sia  s  (/(,  v)^c  questa  relazione,  indicando  con  e  una  delle  costanti  introdotte 
dalla  integrazione;  essa  potrà  evidentemente  rappresentare  un  sistema  di  linee  di  cur- 
vatura piane;  e  se  con  /  (h,  v)  =  e,  si  indica  il  sistema  ortogonale,  dovranno  le  s,  t 
soddisfare  alle  due  equazioni  : 


'dv  dv 


'  dv  dv 


-'  \dudv~^  dvdu)  '^^dll 
\diidv       dvdiif 


ds  dj_ 
du 


a  u  a  u 


i  primi  membri  delle  quali,  fatta  astrazione  da  un  fattore,  sono  i  valori  delle/,  B  cor- 
rispondenti al  sistema  di  coordinate  curvilinee  s,  t.  Da  queste  equazioni,  rammentando 
le  relazioni  (12),  deducesi  facilmente  l'eguaglianza  dei  rapporti: 


(20) 


ds  5^ 

dv  dv 


dudv~^  dvdu 


du  du 


Bn  —  Cm  Ah—  CI  Am  —  BV 

Nei  due  casi  considerati  al  n°  5  la  ricerca  delle  equazioni  differenziali  considerate  sopra 
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e  la  loro  integrazione  non  presenta  alcuna  difficoltà;  ponendo  in  tatti  j^  :=  v'  si  ot- 
tengono le 

2v'v"'  —  S'""'  —  0    (casol);      (i-\-i'")v"' -{-(i-{-v'yv' —  ^v'v"'  =  o    (caso  II); 

le  quali  integrate  danno  : 

/■     \         '  ^  r         ^\  •  asen(u  A-  b)  . 

(21)       t'  =  7 — j — V     (casol);      v' =     , ^    ^    ^  =-      (caso  II), 

("  +  «)  l/i  — fl^senX«  +  ^) 

essendo  a,  b  le  costanti  dell'integrazione.  Inoltre  dalle  equazioni  (20)  si  deducono  le 
seguenti  : 

,  di-  dt       ds  dt  _  ds  dt  ds  dt 

(22) 

Ids  dt       ds  dt  _  dsdt        j,/dsdt       ds  dt\      . 

dalla  prima  e  terza  delle  quali,  supponendo  noto  s,  si  otterrà  colla  integrazione  la 
t  (h,  ti)  =:  c,  .  Infine,  se  quest'ultima  equazione  sarà  un  integrale  particolare  della  equa- 
zione ai  differenziali  del  terzo  ordine  considerata  sopra,  anche  le  linee  di  curvatura  del 
secondo  sistema  saranno  piane. 

Ora,  trasformando  la  seconda  delle  (21)  col  porre 

:os  (/t  -[-/?)  =  i  cos  1 , 


si  ottiene  la  dv^  idi,  per  la  quale,  indicando  con  e  una  costante,  si  deduce  ; 


cos  (u  +  b)  ^  ft  I  —  fl'^j^. 
cos  i(y  -\-  e)  a  ' 

cioè,  supponendo 

,  ^  ^os  (u  +  b) 
cos  i  (v  -\-  cy 

la  equazione  5  =  /;  rappresenta  un  sistem.a    di    linee    di    curvatura    piane.    Sostituendo 
questo  valore  di  s  nella  seconda  delle  (22)  si  ottiene  facilmente  per  t  il  valore  seguente  : 

f  ^    sen  (u  +  b) 
t  sen  i(y  -j-  e)  ' 

e  la  equazione  /  =  h^  rappresenta  l'altro  sistema  di    linee    di    curvatura.    Ma    siccome 
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mutando  h  b  in  b —  nella  seconda  delle  (2O,  e  ponendo  ; —  =  ÌK ,  si  ha  la 

2  K     j>      f  a'  ' 

, cos  (k  -\-  b) 

~        t'7;;  +  seir  («  +  /')' 

di  cui  l'integrale  è  appunto  t  =  ì\,  se  ne  deduce  che  le  linee  rappresentate  da  que- 
st'ultima equazione  sono  anche  linee  piane.  Le  coordinate  curvilinee  s,  t  saranno  perciò 
le  più  opportune  nello  studio  delle  superficie  nelle  quali  le  linee  di  curvatura  dell'uno 
e  dell'altro  sistema  sono  linee  piane.  Supponendo  b  ^o,  otteniamo  per  s,  t  ì  valori 
trovati  dal  sig.  Bonnet  nella  Memoria  succitata,  considerando  le  trasformate  sferiche 
delle  linee  di  curvatura,  e  dal  medesimo  applicati  allo  studio  delle  superficie  nelle  quali 
tutte  le  linee  di  curvatura  sono  piane.  Questa  ricerca  si  rende  assai  semplice  se  osser- 
vasi che,  indicando  l'equazione  del  piano  della  linea  di  curvatura  s  =  h  con 

si  ha  : 

>--  +  !^-?  +  vT  =  0, 

essendo  a,  a,  v,  p,  0  funzioni  di  5;  e  che,  conoscendosi  i  valori  di  a,  %  y  in  funzioni 
di  s,  t,  dalla  seconda  di  queste  equazioni  e  dai  differenziali  della  medesima  rispetto  a  / 
si  deducono  i  valori  di  1,  [j.,  v.  Così  si  ha  : 

per  le  linee  5  =  /;  :         .v  —  a ( ;;^  =:  9  (()  ,         a  —  aty  =  bi , 

per  le  linee  t  =  h^:        y  —  bs:i=ò(s),         '^  —  bs'(  ^  as, 

a,  h  essendo  due  costanti,  cioè  a  =  cosi  e,  b  =  cosi  e,.  Il  sig.  Serret  ha  già  dimo- 
strato nelle  sue  memorie  sulle  superficie  a  linee  di  curvatura  piana,  come  da  queste 
equazioni  si  giunga  facilmente  a  quella  delle  superficie  stesse. 

7.  Nelle  ricerche  sulle  linee  di  curvatura  delle  superficie  il  problema  che  d'ordi- 
nario ci  occupa  è  il  diretto:  data,  cioè,  l'equazione  di  una  superficie,  determinare  quelle 
delle  sue  linee  di  curvatura;  ma  le  difficoltà  che  incontransi  nella  integrazione  della 
equazione  delle  linee  stesse  non  lasciano  lusinga  di  molti  risultati  seguendo  quella  via. 
In  questi  ultimi  tempi  si  prese  anche  a  considerare  il  problema  reciproco,  nel  quale  si 
domandano  le  superficie  di  cui  un  sistema  od  i  due  sistemi  di  linee  di  curvatura  sono 
linee  di  una  data  famiglia;  ed  i  risultamenti  ottenuti  nelle  ricerche  sulle  superficie  aventi 
le  linee  di  curvatura  piane  o  sferiche,  già  importanti  per  sé  stessi,  mostrano  la  conve- 
nienza di  limitare  ancora  più  il  problema  onde  giungere  per  gradi  ad  una  soluzione 
completa.  Per  esempio,  ristringendoci  al  caso  di  linee  piane,  quali    sono    le    superficie 
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nelle  quali  uno  dei  sistemi  di  linee  di  curvatura  sono  linee  piane  di  cui  le  coordinate 
si  esprimano  in  funzioni  razionali  di  un  parametro,  ed  in  funzioni  ellittiche  od  abeliane? 
Siano  X,   Y  le  coordinate  di  un  punto  di  una  linea  piana,  e 

X^ X  -f-  u-, y  -\-  ^^^  =  (ù 

l'equazione  del  piano  di  essa  linea,  riferito  a  tre  assi  ortogonali.  Se  con  .v,  y,  z^  deno- 
tiamo le  coordinate  di  quel  punto  rispetto  a  questi  ultimi  assi,  si  hanno  le 

(23)      .v  =  a  +  >-X4->-,7,         y  =  b-\-'J.X-\-u.J,         -  =  c-|-vX+v_r, 

purché  fra  i  coseni  1,  1, ,  . . .  sussistano  le  sei  ordinarie  equazioni,  e  perciò  sia  : 

1^ a  -{-  u.^b  -^  ^^c  ^  (à . 

Suppongasi  che  le  a,  b,  e  ed  ì  nove  coseni  1,  y-,  . . .  sieno  funzioni  di  una  varia- 
bile II,  e  le  coordinate  X,  Y  funzioni  della  stessa  m  e  di  un'altra  variabile  v.  Le  x,  y,  :i 
date  dalle  (23)  ponno  così  considerarsi  come  coordinate  rettangolari,  e  le  11,  v  come 
coordinate  curvilinee  di  una  superficie;  le  hnee  per  le  quali  u  =  cost.  essendo  linee 
piane.  Ora,  siccome  ponendo  : 

\       z—    dii  Z—    '  d li  '  Z—    'da         ^ 

^='  +  '■^  +  1^'      2  =  ''-''''^  +  l^'       R  =  !.  +  ì>^-pY, 

dalle  (23)  si  deducono  le  seguenti  : 

e  da  queste  la 

dndv  dv     '      'd v     '      -dv  ' 

le  condizioni  perchè  le  Hnee  u  =  cost.,  v  =  cost.  sieno  linee  di  curvatura  prenderanno 
la  forma: 


-t^diidv  dv     '        dv 
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dy 
dn 

dy 
dv 


di 
du 

di 

dv 


d^'x  d'^y  d\ 

du  dv      du  dv      dudv 


dX  dY 

dv  d  v 

dP^  dQ    dM_ 

dv  dv      dv 


la  seconda  delle  quali,  per  l'antecedente,  si  riduce  alla 
^^     ov         dv  ^— 


e  questa  integrata  dà 
(25) 


essendo  p  una  funzione  della  sola  variabile  u.  Le  X,   Y  delle  equazioni  (23)  dovranno 
quindi  verificare  le  due  equazioni  : 


^'é^^é 


P'+Q'=^-yR\ 


(^^)  ^  dv    '  -a. 

posto  i]/"  =:  f"  —  I.  La  seconda  di  esse  è  soddisfatta  supponendo  : 
(27)  P=  ^^-sen-/;,         Q  =  i?  4- cos  ■/) , 


ed  •/)  una  funzione  di  !f  e  di  v  da  determinarsi;  e  per  queste  dalla  prima    delle    (26) 
si  deducono  le 


(28) 


dX 

dv 


=  —  ^  cos  ■/)  , 


dv 


essendo  ^  una  seconda  funzione  indeterminata.  Differenziando  le  equazioni  (27)  rispetto 
a  V,  avuto  riguardo  alle  (28),  si  ottengono  le  due  seguenti  : 

^  '^"  '"'  [ari  +  ''  +  '^  ^'^  ^°'  '"  +  ^  "''"  '"^J  ^    ^'°'  '^  L^  +  ^  '^  di]  ' 

per  le  quali  saranno  : 
d; 


du    '        '  dv 


Ora,  se  con  9  si  indica  una  funzione  di  u  e  di  i',  e  si  pone 
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la  seconda  delle  equazioni  (28)  dà   F^cpsenn,  e  dalla  prima  risultando: 

èX  róo  d-fi  ,       ?     5"i~l 

^^  —  —  \^cosn  —  ?  ^—  sen  -/i  -^ i—  .r-    , 

d  t'  [_d  y  ov  sen  -/i  o  f  J 

si  deduce  la 

X  ^  —  ^  —  !p  cos  n  , 

supponendo  la  funzione  <p  determinata  mediante  la 

^  dv       óv 

e  ^  simbolo  di  una  nuova  funzione  da  determinarsi. 

Alle  X,   Y  si  sono  cosi  sostituite  due  nuove  variabili  ^,  n  legate  alle  prime  per  le 

(31)  A'  :=  —  ^  —  9  cos  -fl  ,         F  =:  (p  sen  -JQ  , 

essendo  cp  una  funzione  di  e,  r,  data  dalla  (30),  ed  v)  una  funzione  di  u,  v  determi- 
nata dalla  prima  delle  (29).  La  equazione  differenziale  che  determina  la  funzione  ^  può 
dedursi  dalla  seconda  delle  (29)  o  più  semplicemente  sostituendo  questi  valori  delle 
X,   Y  nelle  (27).  In  questo  modo  si  ottengono  le  seguenti  : 

,        di        do  .  ^ 

I  —  -^^ ~cosr,  —  (!;(/,  —  (7  ;  )  sen  •/)  ^  0 , 

d  il        a  II  '  ^  ^         ^    ^ 

/,  +  r  e  +  ^  s on  •/)  —  0(1   —  qV)  cos  •/)  =  o , 
'    '       -    '    dii  ^  '        '  '-^ 

dalle  quali  eliminando  -^  si  ha  : 
^  du 

(32)  (l  -  II)  senr,  +  (/,  +  r^cos-/,  -  i^Q^-  ql)  =  o , 

colla  quale  determinasi  l,  conosciuto  ■/)  per  mezzo  della  prima  delle  (29). 

Se  nelle  formole  superiori  si  suppongono  /^  = /^  =  ^  ^  o,    /=i,  le  (29),  (32) 

diventano  : 

dr,    ,        ,    ,  di    ,      r 

-^ \-  r  -{-  'Jp  sen  r,  =  o  ,         i  —  ^  -{-  re,  cotang  71=0, 

d  H    '  -^  d  /( 

e  scrivendo  a',  b',  . . .  in  luogo  di  -p- ,    -^—  ....  si  deducono  facihnente  le  seguenti  : 
°         a  II      a  u        _ 
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).  =  a',  —  '"^'i  =  ''  ^  ^"^    ■  •  ■  > 

per  le  quali  : 

a'-  -\-  h'-  -[-  e'-  =  I ,         a"  -j-  b"-  -f-  e"'  =  r% 
ed  infine  : 

X  ^  a  —  a'  (H  -)-  9  cos  ■/;) o  sen  v) , 

ed  analogamente  per  y,  x.  mutando  la  a  in  h,  e.  Sono  queste  le  equazioni  già  trovate 
per  mezzo  di  considerazioni  geometriche  da  Joachimsthal,  per  le  superficie  nelle  quali 
le  linee  di  curvatura  di  un  sistema  sono  piane. 

Notisi  che,  continuando  a  rappresentare  con  r,  fi,  y  i  coseni  degli  angoli  che  la 
normale  alle  superficie  fa  cogli  assi  delle  x,  y,  7^,  si  ha  : 

y.  =  —^  ().,  ò  —  A  sen  r.  —  \^  cos  r,)  , 
o  ponendo 

^  sen  0  '  '        ^ 

sarà  : 

a  =  1  sen  6  sen  7)  -\-  1^  sen  6  cos  ■/)  -|-  ^'2  <^os  0  ; 

e  quindi  6  è  l'angolo  compreso  dal  piano  tangente  e  da  quello  della  linea  di  curva- 
tura, ed  VI  l'angolo  che  la  projezione  della  normale  sopra  quest'ultimo  piano  comprende 
coU'asse  delle  Y.  Queste  espressioni  pei  coseni  degli  angoli  che  la  normale,  alla  super- 
ficie considerata,  forma  cogli  assi  ortogonali,  e  quelle  che  dalle  medesime  si  ponno 
dedurre  per  A,  B,  C,  e  le  altre  quantità  delle  quali  si  fece  uso  nei  n"  precedenti,  ci 
offrirebbero  un  mezzo  facile  allorquando  si  volessero  determinare  le  proprietà  generali 
a  questa  classe  di  superficie. 

Ma  nella  trattazione  del  problema  speciale,  che  abbiamo  enunciato  al  principio  di 
questo  paragrafo,  conviene  ritornare  alle  equazioni  (26),  contenendo  esse  k  coordi- 
nate X,  Y  della  linea  piana.  A  queste  equazioni  aggiungendo  quelle  che  esprimono  le 
proprietà  caratteristiche  indicate  per  le  coordinate  medesime,  si  otterranno  da  una  parte 
per  le  sei  quantità  (24)  valori  i  quali,  si  potrebbe  dire,  limitano  i  movimenti  del  piano 
della  linea,  e  si  giungerà  dall'altra  a  stabilire  le  relazioni  che  devono  sussistere  fra  i 
parametri  della  linea  stessa,  considerati  come  funzioni  della  variabile  u,  afiìnchè  essa 
possa  essere  linea  di  curvatura. 

[R.]. 


LXVI. 
IL  DISCRIMINANTE  DELLE  FORME  BINARIE  DEL  SESTO  GRADO. 


Antiali  di  Jlatetnatìca  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  I  (1867-68),  pag. 


Nella  interessante  Memoria  dei  sig."  Clebsch  e  Gordan:  v.  Sulla  rappresentazione 
tipica  delle  forme  binarie  »,  pubblicata  in  questo  stesso  tomo  degli  Annali  [serie  II,  t.  I 
(1867-68),  pp.  23-79],  sono  dati  i  valori  dei  cinque  invarianti  A,  B,  C,  D,  R,  del  se- 
condo, quarto,  sesto,  decimo,  quindicesimo  ordine,  delle  forme  binarie  del  sesto  grado. 
A  completare  la  teoria  di  queste  forme  manca  il  valore  del  discriminante  delle  mede- 
sime, il  quale,  come  è  noto,  è  del  decimo  ordine  ed  è  esprimibile  razionalmente  in 
funzione  dei  primi  quattro  fra  quegli  invarianti.  Le  equazioni  differenziali  caratteristiche 
pel  discriminante,  che  abbiamo  date  nella  Monografia:  (.(La  teorica  dei  covarianti  e  degli 
invarianti  delle  forme  binarie  e  le  sue  principali  applicazioni  »  *),  conducono  facilmente 
al  seguente  risultato.  Indicando  con  6*  A  il  discriminante  della  forma  binaria  del  sesto 
gi-ado,  e  supponendo  che  le  J,  B,  C,  D  abbiano  lo  stesso  significato  che  nella  Me- 
moria succitata,  si  trova  : 

ossia,  ponendo 

a=3.4^,         ^  =  5^B,         Y=5'C,         S=j'D, 
si  ha  : 

1 6.  3'  A  =  —  2  X'  -|-  IO  a'  li  -j-  20  x^ y  —  loy.'p^  —  24  fi y  —  9  S . 

. [Pi-]. 

*)  [LIV:  tomo  I,  pp.  349-414  (cap-  IV)J. 


LXVII. 

LA  SOLUZIONE  PIÙ  GENERALE  DELLE  EQUAZIONI 
DEL  QUINTO  GRADO. 


Aiutali  di  Matematica  pura  ed  applicata^  serie  II,  tomo  I  (1867-68),  pp.  : 


I.  Le  ricerche  moderne  sulla  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto  grado  hanno 
condotto  a  studiare  in  generale  le  equazioni  del  sesto  grado  di  cui  le  radici  ;^„,  :(^, 
^  ,  \.y  K.y  ^  si  esprimono  per  mezzo  di  tre  indeterminate  a^,  a^,  a^  nel  modo  se- 
guente :  _  _ 

1'^  =  «o  t' 5  .         !■  =:,  =  ''o  +  ?'«■  +  ?''  '^^  (^  =  o,  I,  2,  3,  4), 

essendo  p  una  radice  quinta  dell'unità;  o,  ciò  che  vale  lo  stesso,  le  equazioni  di  cui  le 
radici  sono  legate  dalle  tre  relazioni  : 

^^^0+         ^^+        1^^.+         1'^5+         )/l,  =  ÌJl., 
1/^0  +  P'  \'Z  +  P    t^.  +  f^'l,  +  P^t/^,  =  O. 

È  noto,  e  dimostrasi  facilmente,  che  i  coefficienti  di  quelle  equazioni  sono  funzioni 
razionali,  intere,  di  tre  quantità  a,  b,  e  formate  colle  a^ ,  a^ ,  a^  :  ossia  che,  posto 

a  :=  a^  -|-  a^a^ , 

b  =^  S  a^a^a^  —  2  a^ a^ a^  -f"  '^i ^2  —  ^o (.^l  +  ^0 > 

e  =  80  aiutai  —  ^0  ala] al  -\-  5  a^a^al  -f-  alai 

—  a^(^2  al  —  20  ala^a^  -j-  5  aJOC^i  +  '^D  +  tO'I  +  ^IT > 
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la  equazione  del  sesto  grado  di  cui  le  radici  sono  le  :^^ ,  x^,  :^^ ,  ;;;,,  :ì.,  ;^^  è  la  *)  ; 

(0 


{   Z_^  —  ioa:;;'  -j-  35  a' i*  —  io  (6  a'  —  b):('  -\-  ^  a(ii  a'  —  6  Z;):^' 
/  —  (26  a^  —  30  a'/'  4-  4  0  ^  +  5  0^'  —  l^y  =  0, 


alla  quale  può  anche  darsi  la  forma  : 

(~  -  af  —  4  a(3:  —  ay  +  IO  è(-  -  fl)'  -  4  f  (^  —  a)  +  5  t^  -  4  ac  =  o. 

Osserviamo  che  dividendo  i  termini  del  primo  membro  di    questa    equazione   pel 
prodotto  (5  P  —  4  fl  e)  (;^  —  d)^,  e  ponendo 


^         ■       -  —  fl'  ^  b-  —  ^ac'  5/)^  —  4  (7  e'       '        5^-  —  4£tc' 

per  cui  (5  b-  —  ^ac)()  '^~  —  4aY)  =  i,  quella  equazione  si  trasforma  nella 

(;  -  a/  -  4^;  -  y)'  +  ioS(;  -  -)'  -  4Y(;  -  ^)  +  5  1^^  -  4  ^T  =  o, 

cioè  in  una  equazione  della  stessa  forma  di  quella  donde  siamo  partiti.  Ora,  essendo 
pel  valore  di  :^,  : 

^,  —  iJ  ^  ''l'J,  +  2  f'a^flj  -)-  0^' a\  -\-  f'' a\  -|-  2  f  a^a^, 
se  poniamo  : 

;^  —  a  =  /;^  +  fh^  +  z"h,_  +  p'7;.  +  fh^ 

e  moltiplichiamo  queste  equazioni,  membro  per  membro,  avremo  per  La  {x,^ — j)(;, — 3t)^i, 
cinque  equazioni,  dalle  quali  possiamo  dedurre  i  valori  di  h^ ,  h^ ,  h^ ,  h, ,  b^.  Questi 
valori,  posto 

H=  —  So  al  a]  al -{-40  ala]  al  —  ^{i^l-h  2a^(i6al  —  5  n]  a^)  (a] -]- al) -\-  (aj  +  «!)'» 

sono  i  seguenti  : 

Hh^  =  /„ /. /, ,        Hh,  =  h'U        Hh^  =  'o '^ 

Hh^  =  -^  (/,  /,  -  t)  ,        Hh.  =  -^  (/, .',  -  /') , 

i  quali  danno  : 

hi  =  /;,  h^ ,         /;„  /;^  =  /;.  h^ ,         /;„ /;.  =  /;_  b^  ; 

una  qualunque  di  esse  potendo  considerarsi  come  conseguenza  delle  altre  due. 


*;  [LII:  tomo  I,  pp.  555-341  (p.  556)]. 
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Se  ne  deduce   che,   indicando    con    a^    una    indeterminata    e    ponendo    h^  =  a^ , 
h   =  a' ,  si  hanno  le 

b^  ^  a^  X,  ,  /;,  =:  2  a^a^  ,  /;,  ^  2  a^a^  , 

e  sostituendo  : 

?^.  _  a  =  (x^  +  f'  a,  4-  f"  «J  —  (a;  -|-  oc.  a  J . 

Notiamo  che,  essendo  identicamente  : 
dalle  espressioni  superiori  si  deducono  pei  valori  di  a^ ,  a. ,  x^  le  seguenti  : 


/,  K  —  b_  __  Vc  —  rjj, u 


°       2a^\'^b-  —  ^ac       t^5  b'  —  4 « ^ '         '       ]^^b'  —  ^ac'         ^       Y^b^  —  4ac' 
e  posto  : 

À    =  4  Xq  —  ''•,  ^,  ,  >._  =  2  a^a^  —  x;  ,  7^,  =  2  x^x^  —  xj  , 

si  ottengono  facilmente  le 

b  —  11  11  X  )., 

-L ! ? /T    — 5 — ? /7    — 2 — S 


/>,,=    T  a 


"       2xj/5l:=-4x-,-  ^/5Ji^_4aY  |/5^=_4. 

Per  queste  relazioni  risultano  : 

<  +  ^.^:  =  -Tr-^ =  ^-         (x»-«)(?»-=')  =  i, 

°   '      '   ^       5  /»   —  4  a  e  ^^ 

ossia  :  

!'■  ;  -.  =  -  =^0  lo  .      1^^  =  =^0  +  ?"  ='-.  +  p''  "-.  ■■> 

od  anche  le 

\%-h  11+  11+  1'!;+  i'^=-t^, 
1/1: + p  \%  -^fyi+ p'  1%  +  pM^  =  o , 
yi + p*  Il  +  ?'  f^c + ?^  t%  +  ?  t/?;  =  0. 

Inoltre  pel  valore  di  x^  si  ha  : 

2  fjt^-4«t  lC  =  ^  (è  -  /.  /,)  ; 

ma,  essendo  a.a^  =:  a  —  a^,  si  avrà  sostituendo  che: 

-,(b  -  /,0  =  5(fl,«J;  _  i)  =  _  ^3^  +  7'U»  -  II  «=^»  +  5(«'  -  i)> 
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per  cui  ponendo  nella  (i)  ;;^„  in  luogo  di  :^,  poi  dalla  equazione  identica  che  ne  risulta 
deducendo  il  valore  di  5  (a'  —  by,  si  ottiene,  dopo  alcune  riduzioni, 


2 (a'  —  b)V^b'  —  4acfc^  =  QC^.—  iOfl;^tc+  35  ^^'=^1=  —  59^'^»  +  9^\»  + 48a'*^« 
—  2^abi^  —  ijrt'  -)-  ipa^Z)  —  40l^- 

Questa  relazione,  trovata  a  priori,  fra  E^  e  -,^,  verificasi  facilmente,  formando  il 
quadrato,  sussistere  fra  due  qualsivogliano  radici  e,  ^  corrispondenti;  abbiamo  cosi  di- 
mostrato il  seguente  : 

Teorema  I.  —  La  equa:^.onc,  di  cui  le.  radici  soddisfanno  alle  rcla:(iùtii  : 

\^o+     1"^,+     l'F.+     \'l,^     1X  =  1'5F«, 

y^o + ?^  1^^.  +  fMT.  +  f  1^,  +  ?''  Vi, = 0 , 

1/^0  + f'i'?. +  ?  l'i:  +  fM'^,  +  riT,  =  o, 

ha  la  forma  : 

(;^  _  «y  _  4  fl  (-  _  ay  -^iob(i  —  ay~4c{:i—a)-\--)b'—4ac  =  o; 

e  l'altra  delia  stessa  forma,  che  si  ottiene  evidentemente  da  essa  dividendone  i  termini  per 
(5  b'  —  4  (7  e)  (;^  —  ay,  ha  le  radici  legate  dalle 

iC+   yi+    Vl+    {%+    )%  =  -VJT., 

\io  +  ?  v'^  +  ri'^  +  pM  t;  +  f^i;  =  o , 

l'C  +  F'i'^  +  r\l.  +  f't'r  +  ?  \l,  =  o . 

Iiifne,  fra  due  coppie  di  radici  corrispondenti  e,  ;:;;  sussistono  le  reìa::ioni  : 

:Yl  =        (^'  -  iO(Z^^  +  S'ya'i'  -  59  ^5-= -1-9/;-^  4-48  a^- 

—  2iab:i—  I)  a' -\-  i^a'b  —  4c)\'i, 

\^=  -  (;'■  _  IO  a  ?^  +  35  a^  ;'  -  59  ..'  ;^  +  9  ^^  -y  +  48  a^  ; 

-23a;i;-i5a'  +  i9=c=;i-4Y)jT, 


•5=  2(«'  — /7)y'5è'  — 4flc,         5  =  2(a.5  —  {i)|/5{i^_4aY. 


LA   SOLUZIONE   PIÙ   GENERALE   DELLE    EQUAZIONI   DEL   QUINTO    GRADO. 


83 


2.    Posto 


da^ 

I    de 
■ —  s —  =  2  <;„ 
5    "  '^0 

da^ 

5    ^  '',         ^  ' 

db 

s —  =^  b, , 
da,^ 

I    de 
5    da^ 

ore.  di  a. 

da                         da 

dJ^-""'       d7 

da 

=  a, ,         ^;, — 

da 

hanno  le  relazioni  seguenti  ; 


d\Z  _      (     dVl 
da^   -  -y-   da 


^    "    db     ~ 


«5  „ 


da^ 


5^  +  ^^^  +  ^''^   oc 


dalle  quali,  ponendo 


2  a^     2  tj,     2  c^ 

fl,  i,  Cj 

a,        ^,        <--. 


si  deducono  le 

I         2b^      2  0^ 
?'            ^2          ^2 

-^  ^  db  = 

2  «0       I          ~'^o 

Ora,  scrivendo  il  determinante  S  sotto  la  forma  : 

a„       ^0      '^0 

S=-2 

flj      è,      C, 

^2           ^2           ^^2 

oc 


2  fl„       2  è„       I 
^^2  ^-      p' 


moltiplicando  i  determinanti  dei  due  membri  delle  equazioni  superiori   per    quest'ai- 
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tima  forma  di  S,  posto  : 

[    «o  +  '^i  ^^2  =  '^  '  2  Z»^  f^  -)-  è,  f,   -(-  t^  C_  =  2  / , 

(2)  <   hi  -\-  l\  b^  =  a',  2c^a^-\-  e,  (i^-^-  c^a^^  2  in , 

\   cl-\-  c^c^  =^  a",         2  a„  èp  -|-  fl,  b^-\-  a^b^=  2  n, 
si  ottengono  le  equazioni  seguenti  : 


2/; 


da 


a      II 

m 

S=_- 

iGh, 

h  = 

n     a 
m     l 

l 
a" 

' 

n        a' 

1^ 

■      -'-§ 

a 

=  \  vZ 

n         m 

VI          l 

a" 

;  m 

l         a" 

io/; 


de 


nelle  quali 


n        a'        ì 

v^.  VT:  t^ 


Notiamo  dapprima  che,  essendo 


V7l 


KV5  = 


^db_ 
2   da„ 


VT=  — r^\-^^  ^t,^,^2  —  4^l^]^l  ~  "oi^l  +  ''DI  : 


pei  valori  di  a,  b  si  giunge  alla 


2IV»  =  ^[-  d  +  5  ^ù  +  «\.  -  5  (a^  -  b)] , 

la  quale,  pel  valore  di  5  (a'  —  by  dedono  dalla  equazione  (i),    dà    la    relazione    che 
lega  le  radici  ^'„  e  -„,  od  in  generale  due  radici  corrispondenti  :^',  ~;  ossia  la 


(2) 


2(a'  —  ^')lT  =  (.\  —  loa:^^  -]-  35  a^ :^'  —  61  a'-'  -|-  11  è-'  -|-  éoa'*;^ 

—  35 'il^^—  25  a'  +  29a=i  — 4O1T; 
ed  analogamente  : 
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2  (a'  —  b) l^"  =  (a* ;^'  —  ^  a' :i^  —  b :i^  -\-  26  a'^ :^'  -^  9  a  b :^'  —  34  ^'  ;:''  —  lè  a'b:^ 
-f-  21  fl" ;;;-(-  13  '^'^\.  —  9  ^'\  —  5  ^'  —  )  a^b  -\-  i^ab'  —  ^a'c)]/^^, 
o  più  semplicemente  : 

2^  =  2^^^?  +  (c^  -  9'U'  +  2-ja'-^  -  39rt'- +  9^-  +  20<z^  -  i4a/0l^^- 

Si  ha  dunque  il 

Teorema  II.  —  Se  le  radici  -„,-„,...  ;;^^  di  una  equazione  del  sesto  grado  go- 
dono della  proprietà  indicata  nel  teorema  I,  si  hanno  altri  due  sistemi  di  radici  i'^,  z^oj  ••■'> 
k!L,  \Ó>  •  •  •  >  P^^  ?"^'*  ^'  verificano  le  identiche  proprietà.  Una  qualsivoglia  radice  di  un 
sistema  si  può  esprimere  in  funzione  razionale  intera  della  corrispondente  radice  in  un  altro 
sistema  e  dà  coefficienti  a,  b,  e. 

3.  Le  equazioni  (2)  danno  facilmente  per  a,  a',  a",  . . .  i  valori  seguenti  : 

(3)  a' ^^^a-b-\- e,     a"  = /'(qrtc  —  3/r),     l^^a{j^ac  —  b'),     ni  — e,     n  =  ^b, 
pei  quali: 

/;  =  2-j  b'  —  e'  —  25  a'  b^  -\-  ^0  a-*  b' e  -\-  20  a' be'  —  ^)  ab'c  —  iC->a'  e"". 
Inoltre  si  deducono  le 

a' a"  —  ì'  ^  e  =  ^0  a' b' e  -{-  ^abc'  —  2)  a'b*  —  ^  b' e  —  16  a"* c^, 
a" a  —  /«^  ^  l n  —  a' ni  =^  f  =^  ^ a~ b e  —  ^  ab'  —  c^ , 
a  a'  —  if  =z  g  =:  8  a'  b  -\-  a  e  —  9  b^ , 
mn  —  al  =^  t  ^  ^  bc  —  ^  a'  e  -\-  a' b'' , 
Un  —  a"  H  =  9  =  4  fl^c''  —  13  ah' e  -\-  ^h*; 
perciò  sviluppando  i  determinand  superiori  si  otterranno  le  relazioni  : 

da 

(4)  \      2/;^=?l/F+/t^'+M^?^, 
'  db 

de 
e  le  reciproche  : 
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'      ''  da      '  db      '  de 

-  iV    =  m -^  +  /^-  +  5  'J    ^^  > 
da'        ab  -^         de 

dalle  quali  si  è  levato  l'indice  s,  perchè  evidentemente  sussistono   anche    per    j  :=  ^  . 
Queste  relazioni  dimostrano  il  seguente 

Teorema  III.  —  /  \rt  sistemi  di  radici  che  si  deduco?io  dalle  espressioni 

dVl_  51^  drT 

da    '  db    '  de 

hanno  ìe  proprietà  del  sistema  di  radici  del  teorema  I. 
4.  Posto,  analogamente  alle  (3), 

ed 


ifr- 


dl';     ,    .    di';      ,  dl1 


i  sistemi  di  radici  r,,  ^  avranno  le  propriet.1  del  sistema  E.  Ora  se  in  queste  relazioni 
si  sostituiscono  alle  a,  a^ ,  . . .  i  loro  valori  formati  colle  a,  b,  e  ed  osservasi  che 

drT  _  dlT  da       d^l   db        dlT  de 
dx    ~    da  da+  db    dx  "*"  de  da'  ^^'-' 

ponendo  per  Yc  il  valore  formato  con  \^  del  teorema  I,   si   ottengono,    dopo  alcune 
riduzioni,  le  seguenti  : 

s(-)y-4ac)\^^-Sab^{\^)-{-Sb(ia'-b)<P,(]^)-{.^c{a'-b-)4yX\^), 
5(5Ì^-4aOlf=2[-a^o(l/^)  +  a(a'-/-)<I..(t^)  +  H«'-0*.O^r)], 
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essendo  ^(t':^)  il  secondo  membro  della  (i)'  e 

^.O'D  =  a'  -  J'^r  +  II  a^^-  5a-'  +  7^)lT,         '^À\'l)  =  (v-  3'^)^^- 

Se  quindi  poniamo 

F. (VI)  =  t'  -  9  'J  x'  +  27  a-  ;-^  -  S9  «'  ^  +  9  k  +  20  .t^  —  14  a  /;)  {/f 

ed  indichiamo  con  F,  (l^^)  i^  secondo  membro  della  (2)',  onde 

2(a'  -  b)\^'  =  FXVI),         2{a>  -  b)y^=a-FXVl)  +  0^'  -  b)FX\^l), 
si  ha  il 

Teorema  IV.  —  Se  con  ^ Z  si  indica  una  qualsivoglia  delie  tre  funzioni  intere 
di  \/:(^,  cioè  ^i,  F^{]\),  i^^O'^^X  "-^'^  soddisfa  alle  tre  relazioni: 

t/z:+  \%+  iz+  t/z:+  i/z^t/jz:, 
t^o + ?'  t''^  +  pM/z:  +  p  l'Z  +  ?= i/z^  =  o , 

)'%  +  :'  J'Z;  +  ?  t/Z  +  pM/Z  +  p=  l/Z;  =  O  ; 

e  se  con  iZ  si  rappresetita  una  delle  Ire  funzioni  *i>{\^),  '^X^l.)^  ^iW^)^  ''^  mede- 
sima soddisfa  alle  tre  relazioni  che  si  ottengono  dalle  superiori  mutando  il  segno  del  se- 
condo membro  della  prima  e  sostituendo  p^  in  luogo  di  p  nelle  altre.  È  poi  evidente  che 
qualunque  altra  funzione  di  l/;^,  la  quale  soddisfaccia  alle  relazioni  superiori,  si  otterrà 
moltiplicando  le  YZ^  P X^^)->  F^Vk.)  P^''  opportuni  coefficienti,  costanti  rispetto  a  z,  id 
analogamente  nel  secondo  caso. 

5.  Dimostrato  non  esistere  che  tre  funzioni  intere  di  Y^.,  le  quali  soddisfacciano 
alle  relazioni  lineari  del  teorema  W,  e  che  tutte  le  altre  sono  funzioni  lineari  di  quelle 
tre,  scegliamo  per  le  medesime  quelle  che  si  sono  indicate  con  Yi,  \/i' ,  l/-".  Se  con 
esse  formiamo  l'espressione  : 

yY^p]/^+qt'i'-\-ry^, 

nella  quale  p,  q,  r  sono  tre  quantità  indeterminate,  l'equazione  di  cui  le  radici  sono 
le  Z_^  ,  Zg ,  .  . .  Z^  avrà  la  forma  : 

(Z-Ay  —  4A(Z-  jy  -f  IO  £  (-  _  ^)5  _  4  e  (;^  —  ^)  +  5  £^  —  4  ^  e  =  o  , 

e  le  J,  B,  C  saranno  funzioni  omogenee  del  secondo,  sesto,  decimo  grado  delle  p,  q,  r. 
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Ora,  ponendo  per  brevità  : 

Z  —  A  =^  Y,         i  —  a  =  y,         ;;'  —  a'  =z  y\         -"  —  a"  =  y" , 
ed  introducendo  le  denominazioni  : 

/s  =}■'  —  4^y'  +  lohy'  —  4C, 

ù  =  y*-4^y''-h  ^oby, 

f.  =y'  —  4fl/+  loh, 

L^y'  —  ^ay, 

/■  =  J  -  4  '^ . 

i  valori  delle  V:^' ,  t';:"  in  funzione  di  |^,  eseguendo  il  quadrato,   danno    pel    valore 
di   Y  la  espressione  : 

i^  =   «  +   a   +   '.A  +  'a/.   +  ',/.  +  'Js  . 

nella  quale  le  t,  t^,  . . .  sono  funzioni  omogenee  del  secondo  grado  delle  p,  q,  r.  La 
formazione  della  equazione  del  sesto  grado  in  7  è  quindi  ridotta  ad  un  problema  di 
trasformazione,  e  la  formola  di  trasformazione  è  quella  che  il  sig.  Hermite  ha  oppor- 
tunamente sostituita  all'antici  di  Tschirnhaus,  nella  quale  però  i  coefficienti  t,  t^,..., 
non  sono  indipendenti,  ma  funzioni  di  tre  sole  indeterminate  p,  q,  r. 
I  valori  delle  /,  /„,...  sono  i  seguenti  : 

t  :=  4^/)^  —  8  rt^/'(/^ —  b{^ac  —  3^'')'"''  —  2a(^ac  —  b^)qr-{-2crp-{-^bpq, 

t^^  p^  —  10  ab q""  —  2  ber''  —  {^ac  -\-  )  y)qr  , 

/j^  —  ^  bq^  —  2cqr  —  brp  —  2apq  , 

/^  =  —  ^a^'q^  —  b'r'  —  ^abqr  —  pq  , 

/.  ^aq'  -\-cr  -{-  sh>'' 

ed  osservando  essere 

si  Ottiene  la 

V  }'  =  4  J  =  6  /  —  20  fl  r„  -f  30  /'  r^  —  4  e  /^  , 
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A  =  ap^  -{-  a'  q^  -\-  a"  r^  -\-  2  I  q  r  -\-  2  m  r p  -}•  2npq  , 

nella  quale  a',  a",  l,  m,  n  hanno  i  valori  (3). 

Se  ora  si  considera  che  il  prodotto  di  due  funzioni  qualsivogliano  /  è  esprimibile 
evidentemente  in  funzione  lineare  delle  funzioni  stesse,  si  hanno  cioè  le 

/;  =  —  4'^/,  +  10^/5  +  4C/,  -  ^, 

/,/==/;—  4 'J/.—  IO  i', 
/./,=/;—  4^/4  +  4C, 

M  =  -4<-^', 

M^/,  — 4^/4  +  4^, 

fJ,=  ^obf^-\-4Cf\-vf,, 
fJ.,  =  iobf.^-vJ\, 

posto  V  ^  ^F  —  4ac;  si  otterranno  per  Y\  Y\  .  . .  espressioni  analoghe  a  quella 
di  Y,  dalle  quali  si  potrebbero  facilmente  dedurre,  pei  valori  di  B,  C,  espressioni  sim- 
boliche di  forma  eguale  a  quella  trovata  più  sopra  pel  valore  di  A. 

[Tn.]. 


LXVIII. 

SOPRA  UN  NUOVO  PUNTO  DI  CORRELAZIONE  FRA  LE  FORME  BINARIE 
DEL  QUARTO  GRADO  E  LE  TERNARIE  CUBICHE. 

*  (L  e  1 1  e  r  a    a  1   p  r  o  f.    L.    e  r  e  m  o  n  a). 


Annali  ili  .Vn(«in<itica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  VII  (1875-76),  pp.  52-^0. 


Voi  avrete  certamente  al  pari  di  me  dovuto  meditare  più  volte  sulle  singolari 
analogie  o  correlazioni  esistenti  fra  le  forme  binarie  del  quarto  grado  e  le  cubiche  ter- 
narie. Alcuni  anni  or  sono,  in  una  Nota  pubblicata  nei  «  Comptes  Rendus  de  l'Aca- 
démie  des  Sciences»  (6  aprile  1863)  mi  era  prefisso  di  porre  in  evidenza  quella  analogìa 
considerando  le  trasformazioni  che  le  due  forme  indicate  possono  subire  mediante  la 
teorica  dei  covarianti  associati.  La  lettura  di  un  recente  lavoro  del  sig.  Cayley  *)  ha 
richiamato  la  mia  attenzione  sopra  l'argomento  della  mia  Nota  del  1863,  e,  parendomi 
che  il  nuovo  punto  di  correlazione  a  cui  sono  giunto  possa  portare  luce  nelle  ricerche 
tanto  analitiche  quanto  geometriche  che  a  quelle  forme  si  legano,  mi  affretto  a  comu- 
nicarvelo,  esprimendovi  insieme  il  desiderio  che  questa  Lettera  sia  pubblicata  nel  pros- 
simo numero  dei  nostri  Annali  di  Matematica. 

I.  Indicando  con  f(i„  n)  una  forma  binaria  del  quarto  grado,  rappresento  con 
/;(;,  r,)  il  suo  hessiano,  con  6(;,  r,)  il  covariante  di  sesto  grado;  ossia: 


*)  A  Geometrica!  lllustiation  of  the  cubie  Transformalion  in  Elliptic  Functions  [Quarterly  Journal 
of  pure  and  applied  Mathematics,  voi.  XIII  (1875),  pp.  211-216]. 
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.  .  l     df        ^  I     d'f  .    ^  ....... 

essendo  j,  ^ — ^,   ;,,  :=  —  ^tt^  ,  ecc.:  inhne  con  g,,  g,  gh  mvanann  quadrauco 
e  cubico.  Si  ha,  come  è  noto,  la  relazione  : 

(0  '^'^^-uh-'-i^j^r  +  g.f'). 

Pongo  ora  nella  /(;,  •/:)  in  luogo  di  ;,  vj  i  binomj  : 

or"  '  /(;.  -0  =  (/,  /',  /",  /'",  r")  ix,  Yy , 

essendo  /',  /",  .  . .  covarianti  di  /  nei  quali  siensi  sostituiti  alle    e,  n    le    e, ,  vi  ♦.    Ma 
dalla  teoria  dei  covarianti  associati  si  hanno  per  /',  /",...  i  valori  : 

/'  =  -  i^,        /"  =  ifig.h  -  .,/),        /"  =  -  iKgJ,  -  gj)  , 

r  =  i-j(sj'-gjy +  §./', 

ossia,  per  la  relazione  (i)  , 

quindi,  se  supponesi  che  le  l^,  -/i,  annullino  la  /(e,,  yiJ,  si   avranno    pei    coefficienti 
della  (3)  i  valori  seguenti  : 

/=0,         /'  =  -T^         /"  =  0,         f"  =  -±g^h(i,         /iv^_^^^r, 

e  la  (3)  stessa  diverrà  : 

(4)  /a,  r,)  =  -2bY[X-'  +  ±gJ,XY^  +  ig^hY-']. 

Ora,  siccome  dalle  relazioni  (2)  si  deducono  le 

se  poniamo 

,aA_  ,     a/; 

■5;,  ■^'^^         hX 
(5)  '^  =  - 


si  avrà  ; 


X=-^-^.Y, 
2     h 
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il  quale  valore  sostituito  nella  (4),  rammentando  essere  per  la  (i) 

6=  =  — 4/j', 
condurrà  alla 

(6)  fa,-^)  =  i^'Y^(4^-'-g.--^-g,). 

Finalmente,  se  in  quest'ultima  poniamo  .v  = — 4\.  2 

(7)  i^=3^>        S,  =  -i, 
si  avrà  : 

(8)  /(?,  ,)  =  |6^P(./+3,-_^3). 

2.  Considero  ora  la  forma  ternaria  cubica  : 

ed  indico  :  con  s,  t  i  suoi  invarianti  di  quarto  e  di  sesto  grado,  ossia 

5  =  4/(/5  — i),         t  =  Sì' +  2or> —  1; 

con  H,  K,  &  ì  suoi  covarianti  di  grado  terzo,  sesto  e  nono  rispetto  alle  x^  ,  x^,  x^ , 
cioè 

H=6^(  +  f„f„F..),      K=^(FHy'F^H^,      0: 

nelle  quali 

■~  3  a.v,'        "~2.3dxi  ' 

(_FHy  =  F,^H,^  +  F,^H,^  -  F„H^^  -  F^^H,,. 

I  valori  delle  H,  K  sono  i  seguenti  : 

//=  6[(i  +8/0--^,-v,.v.  -Pf], 

i^  =  -  4(1  +  8/0^  O  +  4/'(/'  +  2)P  -  f /(2P  +  i)FH+^VH\ 
essendo 

È  noto  d'altronde  che  il  quadrato  del  covariante  0  si  esprime  in  funzione  razionale, 
intera,  degli  altri  covarianti  e  degli  invarianti  di  F.  Pel  caso  in  cui  le  x,,  x^,  .v,  an- 
nullino la  F  si  hanno  le 


F, 

F, 

F. 

//, 

H^ 

^, 

if, 

K^ 

i^:. 
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(  //=  6(i +  8/')a-,.v,x.,      k  =  ^fh'~ 4(1 -\-spyo, 

(9)  ) 

I  540^  =  6' A"  — 3.6  5  A'//' 4- 2;//". 

3.  Rammentate  queste  formole  relative  alla  teorica  delle  due  forme  che  qui   con- 
sideriamo, passo  alla  ricerca  dei  rapporti  .v^  :  x,  :  a,  che  soddisfano  alle  due  equazioni  : 

e  (a-_  -f~  -^'2)  —  ■'■'  x~  ^  o  ,         F  (a,  ,  x^ ,  A.)  :=  0  ; 

od  in  linguaggio  geometrico  (vedi  la  Nota  citata  del  sig.  Cavley)  alla  ricerca  dei 
punti  di  intersezione  di  una  retta  che  passa  pel  punto  di  inflessione  a,  -|-  x^  =^  o, 
A,  =  0  e  della  cubica  F  =  o.  Eliminando  dalle  due  ultime  equazioni  la  x,,  si  ottiene: 

■^'ÌK  +  ^D  +  l''(-\  +  -^y  +  6/;r^A,A,(A,  +  aJ  =  0; 
nella  quale  ponendo 

(io)  X   =^  p  -\-  q  ,         X,  ^  p  —  q         e  quindi         a,  =  2/)^-  , 

si  deduce  la  relazione  : 

p^(4;'  +  V  +  6/;0  =  3'?^^^(2/;-v;), 
od  anche  : 

(II)  r/(;,  .)  =  3  9=.^(2/;-,y, 

posto 

/(;,.)  =  (2/;-.)(4>'  +  V  +  6/;r). 

La  /  è  una  forma  binaria  del  quarto  grado,  di  cui  gli  invarianti  hanno  i  valori  seguenti  : 

a^=  i2/(/'  —  i),         ^.  =  I  —  20;' —  8/', 
ossia,  indicando  come  sopra  con  5,  /  gli  invarianti  della  ternaria  cubica  F , 

come  si  è  supposto  nelle  relazioni  (7).  La  forinola  di  trasformazione  (5),  ossia  la 

.dh      ,       db 
oc,  ór. 


condurrà  quindi  alla  formola  (8).  Ma  evidentemente  la  /(;,  y,)    è  annullata  ponendo 
E,  =  I,  -/ìj  =  2/;  perciò,  essendo 

H^..^)  =  -(i+8/0%   6(c.,r,.)  =  -2(1  +  8/0%   |4-  =  8/(i  +  8;o, 
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si  avranno  le 

^  =  - 1(1  +  8  '0  IT.  -60,      -fl  =  -  (i  +  8  /o  r(/^  + 1  +  2  P) 

e  la  forinola  di  trasformazione  sarà  la 

(12)  (r  +  2/0;  +  3/:._ 

Per  questi  valori  e  per  la  (8)  la  formola  (ii)  si  muta  nella 

±p^^2  t  +  3s-^-  -0  =  rQ-.  +  1  +  2  vy, 


per  la  quale 


i'  =  — (k  +  i  +  2/0,        ?  =  — 19(0. 


posto 

?(0  =  t(2'+3^^-^')- 
Le  (io)  daranno  quindi  i  valori  richiesti  dei  rapporti  .v_  :  x,  :  x.  ,  e  cioè  : 

(13)  ?-v.  =  /^+i+2P  +  1?(0,     ?-v,  =  /^+i  +  2/^-|/^),     px,  =  ^-6r, 

essendo  p  una  indeterminata;  il  doppio  segno  del  radicale  corrispondendo   ad    un'altra 
serie  di  valori,  od  all'altro  punto  di  intersezione. 

4.  I  valori  (13)  annullano  quindi  la  F(x^,  x^,  .v,),  i  loro  rapporti  sono  cioè 
coordinate  di  un  punto  situato  sulla  cubica  f  =  o.  Sostituendo  i  valori  (13)  di  .v^ , 
x^ ,  Xj  nelle  espressioni  (9)  si  hanno  pei  valori  dei  covarianti'//,  K  in  funzione  di  ^: 

(14)  H^^l+1^..,         A^=-^i±A^\9^a^-72a^^y+64'^0. 
essendo 

x  =  -^  —  6i;^'  —  8/;^—  35%        '1^  =  :;:'  —  35-  —  2/  =  —  69,        y  =  ;^-  —  5; 

e  la  terza  delle  (9)  dà  : 

®  =  ^7^(27^'  +  4-8ia^f-32.27a^^Y+8=li^)lV;(0. 
bi  (. 

Ora,  ponendo  1^ ttf  ,  si  deduce  dai  valori  (14)  di  H,  K  la  equazione  seguente 

del  nono  grado  in  ;^  : 

(15)  9  (a  —  -)  yr  +  72  X  '^  Y  -  64  '^'  =  o  , 
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mentre  dall'ultima  delle  (9)  si  ottiene  la 
0 

w 


(16)  3^  =  1'?  00 


e  quindi  la  

27  a'  |V7O0  =  (27  aJ  +  4.  81  a=  y^  -  32.  27  a  '^^ y  +  8'  [i^  1^?  (0  > 

e,  siccome  dalla  derivazione  della  (15)  si  ottiene: 

9  a->  ^X  +  (27  a^  +  4.81  y.^f  -  32.  27  ap^y  +  «'  PO'^^. 

si  avrà  evidentemente  dal  confronto  di  queste  ultime  la  equazione  trascendente  : 

3i/.7(r),/-  +  |/^)rfi  =  o, 

vale  a  dire  la  equazione  corrispondente  alla  triplicazione  delle  funzioni  ellittiche,  e 
la  (15)  è  la  equazione  algebrica  del  nono  grado,  la  quale,  come  è  noto,  è  il  suo  inte- 
grale *).  I  valori  (13)  delle  x, ,  a-,,  a.,  nei  quali  pongasi  per  x^  una  radice  della  equa- 
zione (15),  saranno  perciò  le  coordinate  dei  punti  di  flesso  della  cubica  F  =  0. 

5.  Indicando  con  o>  una  radice  cubica  immaginaria  dell'unità,  essendo 
(co^A;  +  coA>  +  A;)(coA;  +  co^A^  +  A;)  =  (A;  +  Al  +  A;y-3(AlA=  +  x!x;  +  x:A;), 
supponendo  che  le  a,  ,  a,  ,  a,  rendano  F  =  0,  si  ha  dalle  relazioni  (9)  che 

(17)        i^'^'K  +  -^1  +  ^p(-^;  +  -^^1  +  ^p  =  3  Q'H^  +  K)-^\ 

essendo 

I 


-2(1  +  8/0  • 

Ma  si  ha  facilmente  per  la  terza  delle  (9)  : 

6'(/^/f^+/0'  =  2[i8/A'+(iol'  —  i)H'YW-\-  54  0% 
od  anche  : 

=  Ji^[i8/A'+(io/'-i)H^J  +  3  0/=^3l|//[i8/A'+(io/'-i)/f^]-3  0|'="3Ì; 


*)  Le  forinole  generali  per  la  moltiplicazione  delle  funzioni  ellittiche  poste  sotto  questa  for.na 
furono  date  da  me  fino  dal  1864,  nei  «  Comptes  Rendus  des  séances  de  l'Acadéniie  des  Sciences», 
t.  LIX  (1864),  p.  769,  deducendole  dal  teorema  di  Abel.  Recentemente  il  sig.  Kiepert,  in  una  Me- 
moria pubblicata  nel  «Journal  fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik»,  t.  LXXVI  (1875),  p.  21, 
ha  ottenuto  alcune  fra  quelle  formole,  partendo  dalle  funzioni  doppiamente  periodiche  corrispondenti  a 
quella  forma  di  funzioni  ellittiche. 
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quindi,  ponendo  : 

(18)   >',  =  w' ->-Ì  +  w -■^i  + -V; ,     ^3  =  "^;  + "''^•Ì  +  -V;,     —  2iny,=xl-\- xl-\-xl, 

essendo  m  una  indeterminata,  facendo  come  sopra ^yr  =  1  e  rammentando  la  equa- 
zione (i6),  si  ha  : 


dalla  quale  : 

\    yl  =  T^'^'[3  /X  +  I  -  IO/'  -  1/-  3?G)], 

(19)  

/    yì  =  -fv'//^[3/).  +  I  _  loi'  +  ]/-  3  ?(>.)], 

e  per  la  terza  delle  (18): 

(20)  my.  =  IHv. 
Le  ultime  relazioni  danno  : 

)':  +  yl  +  /;  =  ^' ^'  (3  /  >•  + 1  -  IO  /^  +  ^) 

e  per  le  (17),  (18)  essendo 

(21)  ;.;-,=  -i//NX>.-60, 
si  avrà  : 

.    1.2.    ,  2  \  ^      ,„ 

la  quale  moltiplicata  per  6  m  ed  aggiunta  alki  superiore  dà 

yl  +  yl  +  y\  +  6  '«>•.;'=  j,  =  ^' ^'  (^  +  «  ''  +  -^)  > 

ossia 

•^  =  j;  +  }'I  +  )';  +  6  '«)',  >'2>'i   =  0  , 

determinando  ?«  per  modo  che  sia 

8  V ni'  +  /'  +  w'  =  0. 

Le  cubiche  f  =  o,  <I>  =  o  hanno  fra  loro  la  corrispondenza  considerata  dal  sig.  Cayley 
nel  suo  recente  lavoro,  cioè  ad  un  dato  punto  sulla  curva  F  ^  o  corrisponde  un  punto 
sulla  «I>  ^  o,  ma  ad  un  dato  punto  sopra  quest'ultima  ne  corrispondono  tre  sulla  prima. 
Indicando  con  u  un  nuovo  parametro  ed  r  una  indeterminata,  si  avrà,  analoga- 
mente alle  (13),  che  i  valori: 

/      ry^  =  m^-\-i-\-2m'-\-VòJy,, 

(22)  ì      ry,_  =  nvj -{-i-{- 2m'  —y'hQyj, 


9b  SOPRA    UN    NUOVO    PUNTO    DI    CORRELAZIONE    FRA    LE    FORME    BINARIE,    ETC. 

nei  quali  : 

J/  (u)  ^  -^  (2  T  -f-  3  <7  u  —  'j') ,       <7  =  4  //i  (ni'  —  I  ) ,       T  ^  8  m''  -\-  20  m'  —  i , 

soddisfano  la  'ì^()\,  y^,  y-^  =  0.  La  relazione  algebrica  esistente  fra  i  parametri  >,  u 
trovasi  facilmente  dalle  quattro  relazioni  che  si  deducono  dalle  (22)  e  dalle  (20),  (21), 
ossia  : 

ry.y.  =  (>n-  +  1+2  m'Y  -  ^  (u),  V.;.,  =  _  ì.//S^(a  -  6  F)  , 

V 


'y]  =  (.^  —  6»ry, 


=  -^//s^ 


m 


per  le  quali  : 

P    J;  (u)  —  (wu  +  1  +  2  wQ^  +  3  iir(y  —  6  »P)^ 
•^-^^  ^^^  ('.  -  6  «0=  ' 

che  differenziata  dà 

^  ^'  ìli  ('j  —  6  ;;;  y 

Ora  dai  valori  (22)  si  deduce  che 

e   quindi 

-  r  (yl  -  }'D  =  ['^  (-)  +  3  ('« -  +  I  +  2  in-'Y]  ()■.  -  ^ J , 

relazione  la  quale,  rammentando  le  (19),  (22),  diventa: 

-  r'v3H3j/-3  9(A)  =  2  ['H'^)  +  3  (""^  +  1  +  2  wO]l/'ra- 

Infine,  essendo 

r'yl  =  (u  -  6  ;h=)',         w' v!  =  PW^', 
si  avrà  : 

la  quale  posta  a  confronto  della  (24)  dà  la  equazione  differenziale  : 

(25)  ìdA]'W)  +  md.\r:^s\W)  =  0, 

di  cui  l'integrale  è  la  (23)  corrispondente  alla    trasformazione    del    terzo    ordine    delle 
funzioni  ellittiche  *).  Analogamente,  l'integrale  della  equazione 

(26)  ;// ./  u  t  '^)  -j-  /  ,i  - ,  '=-]  ,/?F)  =  0 


')  Vedi  la  mia  Nota:   «Sur  une  formuli  de  tiansfonmtion  des  fonctions  elliptiques  »   [Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Acadé.nie  des  Sciences,  t.  LXXIX  (1874),  p.  1065;  t.  LXXX  (1875),  p.  261]. 
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e  quindi  la  equazione  differenziale  della  tiiplicazione  delle  funzioni  ellittiche,  clie  si  ot- 
tiene eliminando  il  rapporto  -p=^  dalle  (25),  (26),  ha  per  integrale  la  (15),  la  quale 

pur  ottiensi  eliminando  il  parametro  u  dalle  equazioni  algebriche  (23),  (27). 
Notisi  infine  che  dalle  (18)  si  deducono  le 

nelle  quali  le  )\  ,  y^,  y.  sono  date  dalle  (19),  (20).  Queste  equazioni  sono  pel  caso 
di  F  =  o  paragonabili  a  quelle  date  da  Clebsch  nella  sua  Nota  :  «  Ueber  die  Bestimmung 
der  Wendipuìtkle  einer  Curve  dritter  Orànungt)  [Mathematische  Annalen,  t.  II  (1869-70), 
pp.   382-384].  Ponendo  poi  nelle  medesime  i  valori  (22),  si  ottengono  le 


[3  ni'i  +  I  —  IO  w'  —  |/=^3  4-  (u)] , 


3  rxl  =  -  [3  wj  +  I  -  IO  m'  +  \'—  3  \  (o)] , 

3rxì  =  2(i  +  8,H0, 
le  quali  corrispondono  alle  superiori  (19),  (20). 

Febbrajo  1875. 


[Pi.]. 


LXIX. 

INTRODUZIONE,  NOTE  ED  APPENDICE  ALLA  MEMORIA  DI  A.  CLEBSCH; 

"SULLA  TEORIA  DELLE  FORME  BINARIE  DEL  SESTO  ORDINE 

E  LA  TRISEZIONE  DELLE  FUNZIONI  IPERELLITTICHE  „  *)• 


Atumll  di  Hfatmiiattca  pttra  ed  applicata, 

II,  temo  VII  (1875-76),  pp.   123-148;  tomo  Vm  (1877),  pp.    I47-"S8- 


INTRODUZIONE  '"*). 

La  Memoria  di  Clebsch  :  «  Sulla  teoria  delle  forme  binarie  del  sesto  ordine  e  la  tri- 
sezione delle  funzioni  iperellitliche  »,  pubblicata  nel  volume  XIV  (1869)  degli  Atti  dell'Ac- 
cademia di  Gottinga,  è  certamente  uno  dei  lavori  più  importanti  dovuti  a  quell'illustre 
Geometra.  Egli  stesso  ritornava  sull'argomento  di  questa  Memoria,  in  due  altre  occasioni, 
cioè  nei  paragrafi  sessantatre  e  seguenti  della  sua  Teoria  delle  forme  binarie,  ed  in  una 
breve  Nota  inserita  nei  «  Mathematische  Annalen»;  inoltre,  come  l'Autore  accenna  sul 
finire  dell'ultimo  paragrafo,  queste  prime  ricerche  dovevano  essere  susseguite  da  altre. 

Parve  a  me  quindi  opportuno  di  richiamare  nuovamente  l'attenzione  sopra  un 
lavoro  il  quale  offre  un  bellissimo  esempio  dell'efficace  sussidio  che  la  teorica  delle  forme 


*)  Dalle  Memorie  dell'Accademia  delle  Scienze  di  Gottinga,  t.  XIV  (1869).  Traduzione  con  note 
ed  aggiimte  di  F.  Brioschi  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  VII  (1875-76), 
pp.  89-148,  247-257;  tomo  VIII  (1877),  pp.  43-55.  147-158]- 

")  [Questa  Introduzione  non  si  trova  nei  volumi  degli  «Annali»;  essa  è  stata  aggiunta  dal  Brio- 
schi in  ima  Monografia  stampata  a  parte,  col  titolo  :  «  Sulla  teoria  ddh  forme  binarie  del  6°  ordine  e 
la  trisezione  delle  funzioni  ipcrellittiche.  Memoria  di  Alfredo  Clebsch  tradotta  ed  annotata  da  Fran- 
cesco Brioschi.  Milano,  Tipografia  di  Giuseppe  Bemardoni,  1877»]. 
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porta  nello  studio  di  quisrioni  che  da  un  lato  hanno  attinenza  colla  geometria,  dal- 
l'altro coll'analisi  trascendentale. 

Le  note  e  le  aggiunte  sono  piià  specialmente  relative  a  questo  mezzo  di  ricerca. 
In  esse  trovasi  esposto  per  la  prima  volta  un  modo  di  considerare  le  forme  ternarie, 
pel  quale  la  ricerca  dei  covarianti  e  degli  invarianti  delle  medesime  si  riduce  a  quella 
dei  covarianti  e  degli  invarianti  simultanei  di  certe  forme  binarie;  dal  quale  concetto 
si  dedusse  la  trasformazione  canonica  delle  ternarie  cubiche  nella  forma  nota  pei  lavori 
di  Hesse,  Aronhold,  Salmon  ed  altri,  ma  non  eseguita  prima  d'ora. 

Questi  risultati  condussero  poi  ad  altri  piiì  intimamente  legati  collo  scopo  della 
Memoria  di  Clebsch  e  che  perciò  non  credo  dover  indicare  in  modo  speciale. 

Milano,  aprile   1877. 


NOTA  I. 

Raccogliamo  in  questa  Nota  alcune  fra  le  più  importanti  formole   relative    al   si- 
stema di  forme  simultanee  di  una  quadratica  it  e  di  una  cubica  v. 
Sieno 

Per  la  prima  si  ha  l'invariante  A  ^^  -^{u  u)'  ;  per  la  seconda  il  covariante  quadratico 
(hessiano)  : 

il  covariante  cubico  oj  =  (i't),  l'invariante  C^-^(tt)\  Si  hanno  così  sei  forme,  com- 
prese le  due  date.  Come  forme  simultanee  si  presentano  dapprima  le  combinazioni 
della  forma  u  colle  forma  v  e  coi  suoi  covarianti,  cioè  le  seguenti  : 

dalle  quali  escludiamo  la  (/(oj)  perchè  funzione  razionale,  intera,  delle  altre,  potendosi 
facilmente  dimostrare  essere 

(ì*to)  =  2  Bv  —  p-  . 

Combinando  il  covariante  p  colle  forme  a,  v  si  hanno  le  ulteriori    quattro    forme    si- 
multanee : 
g  =  (up),       E  =  ^(ÌHpy,      (:■],)  =  0<T)=:p,       s  =  (vpy,      K  =  \{vpy. 

Queste  colle  undici  superiori  formano  l'intero  sistema  di  forme  simultanee  di  una  qua- 
dratica e  di  una  cubica,  composto  come  segue  : 
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5  invarianti  A,  B,  C,  E,  K,  dei  quali  l'ultimo  gobbo; 

4  forme  lineari  p,  q,  r,  s,  delle  quali  la  seconda  e  la  terza  gobbe; 

3  forme  quadratiche  u,  t,  p,  l'ultima  delle  quali  gobba; 

3  forme  cubiche  v,  w,  s,  le  ultime  due  gobbe. 

Rammentiamo  dapprima  le  note  relazioni  : 

(.py  =  2(Ac-B^-),     (?py^2K 

e,  ponendo  G  ^^  AC  —  B',  la  *) 

A'^  =  ~{AG'  —  2BGE+  CE') . 

Fra  i  quattro  covarianti  lineari  devono  evidentemente  sussistere   due    relazioni    lineari; 
esse  sono  : 

(  Kp-^G(j-{-Er^=o, 

(  {AG  —  BE)p  —  Kq  -\-Es  =  o. 

Assumendo  i  covarianti  lineari  p,  q  come  nuove  variabili,  in   luogo    delle    x, ,    x^,  sì 
ottengono  le  seguenti  rappresentazioni  tipiche  per  le  forme  u,  v  ed  i  loro  covarianti  : 

l    2Eu  =  Ap'-^q\ 

(2)  2  E^T=  (2  BE  -  AG)p'  ^  2  Kpq  +  Gq'  =  E(Bp'  -{-  ps  -  qr)  , 

(  2  E'?  =-  AKp'  +  2{BE  -  AG)pq  +  Kq'  ^  EiApr  +  Bpq-\-  qs), 

dalle  quali  : 

(3)  2Gr  =  cy  +  r,        2Ìrp  =  G/  +  5% 
e  le 

^E'v  =  (2  E'  -\-  A'  G  —  A  B  E)p'  —  3  A  Kp'  q  ~  s{A  G  —  B  E)pq'  -\-  K  q' , 

4E':s=A'Kp'-{-Ì2E'-\-sA'G  —  sABE)p'q  —  SAKpq'  —  (AG  —  BE)q\ 

(4){ 

ì^E'>bì^  —  (AB-\-  2E)Kp'  -{-  i{B'E  —  GE  —  ABG)p'q 

+  ^^BKpq'  +  (BG-CE)qK 

La  prima  di  queste  dà  per  le  (i)  : 

4E'v  =  sq'  ^  2Apqr  -{-  2Bpq'  —  Ap's  +  2Ep' 

o  ponendo  per  q'  egri  valori  dati  dalle  prime  due  relazioni  (2)  : 


•)  Vedi  :  Bessel,   Ueber  die  Invarianten  der  einfachstun  System^  simultaner  binàrcr  Foniitn    [Ma- 
theinatìsche  Annalen,  t.  I  (1S6S-69),  pp.  173-194  (p-   182)]. 
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(5)  2  Ev  =  su-\-  2p(Bu  —  At)-{-P', 

ossia  la  prima  delle  forinole  III  di  Clebsch. 

Analogamente  si  ottiene  dalle  superiori  la  seconda  di  queste  stesse  formole,  ossia  la 

(6)  2Gv  =  s--\-2p(Cu  —  Bz) 

e  la  terza  della  medesima  specie,  non  considerata  dall'Autore,  ossia  : 

(7)  2Kv  =  s'^~p'r. 
Dalle  relazioni  (2)  si  ottengono  anche  facilmente  le 

p^^  Et  — Gli,         Gp'  —  s'^  2E(Ch  —  B~)  -  2G{Bu  -  A-), 

per  le  quali,  moltiplicando  la  (5)  per  s,  e  sostituendo  i  valori  di  s',  ps  dati  dalle  me- 
desime, si  ottiene  la 

(8)  sv  = —  Gir -^  2Bnz  —  J-7' -{-^P't. 

Le  espressioni  pei  quadrati  e  pei  prodotti  dei  covarianti  gobbi  si  ottengono  applicando 
ai  medesimi  le  formole  seguenti.  Sieno  9,  J*  due  forme  binarie;  indicando  con  (p, , 
cp^j  ,  (p|, ,  . . .  le  rispettive  derivate  divise  pel  grado  del  polinomio,  si  dimostrano  tosto  le 

le  quali  conducono  alla  formola  generale  per  la  moltiplicazione,  ossia  : 

essendo  a,  p  due  altre  forme  binarie. 

Da  queste  si  deducono  due  formole  particolari.  Supponendo  dapprima  fi  =  a,  si  ha  : 

(io)  (a 9)  (a  ò)  =  I [y.  9  (a i)^  +  .. ò  {y. o)^  -  a=  (9  ò)=  -  9  ò  (a  «)=]  ; 

e  supponendo  inoltre  ò  ^  9  si  ottiene  : 

(II)  [(-?)?  =  i[2  -?(-?y  -  -^(??y  -  r{---n 

A'  complemento  di  queste  formole  dobbiamo  aggiungere  le 
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^''^  ì  (-?)(?'^)-(-;)C^?)  =  (='?)(?'^), 

facilmente  dimostrabili. 

Applichiamo  ora  queste  formole  al  caso  considerato  in  questa    Nou.    Sieno    dap- 
prima oi^ii,  o=v,  i=-:;  le  relazioni  (ii),  (io)  danno: 

a'  =  y(2  uvp  —  ir-  —  2  Al'-), 

ap  =  ^(2  £hV  -\-  tip-  —  2  Av-)  , 

essendo  (y  r)^  :^  o.  In  secondo  luogo,   supponendo   or.  ^  ;•,   -p  =  -r,    'j  =  «,   le  rela- 
zioni suindicate  danno  : 

a,=  =  ^(2Cf=  +  T0, 

^c.  =  ^(2Bv^  +  u^^-vp^); 

da  ultimo,  ponendo  x  =  t,  o  =  h,  y  :=  v,  si  ottengono  le 

f  =  2  Bii-  —  A--  —  Cu' , 

pa>  =  |(25^..-^--2C«0. 
la  prima  delle  quali,  per  la  equazione  (8),  dà 

f  ""  ^  5  1'  —  -^^^  -  . 

La  prima  delle  relazioni  (12)  in  ciascuna  delle  tre  ipotesi  superiori  dà  la 

HO)  —  1 1'  -}-::?  T  =  o , 

la  quale  completa  il  numero  delle  relazioni,  che  volevamo  trovare,  fra  le  forme  simul- 
tanee di  una  quadratica  e  di  una  cubica  *). 

NOTA  IL 

I .  Se  con  x,  :  x^  :  x,  si  indicano  i  rapporti  fra  le  coordinate  di  un  punto  di   una 
cur\'a  piana,  la  equazione 

F  (a-,  ,    ,Vj  ,    A.)  =  A-j  3  ?<  ,Yj  -[~  2  t'  =  O  , 

*)  Fra  la  notarione  di  Clebsch  e  quella  adottata   nella    presente    Nota  e    nelle  seguenti    esiste 
qualche  differenza,  e  doè: 

nella  Memoria  di  Clebsch:  .-i^„        A.^,        A.-        .J„  ^^        A^_^^         ì,l  co 

nelle  presenti  Note  :  2  A        iB         2  C         2  £  2  G  2  A'  —  oj. 
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nella  quale  u,  v  sono  due  forme  del  secondo  e  del  terzo  grado  in  .v, ,  x^,  rappresenta 
una  cubica  generale. 
La  retta 

sega  in  generale  la  cubica  in  tre  punti;  se  questi  costituiscono  un  punto  di  flesso  della 
curva,  dovrà  essere  : 

F(\ ,  ^,  >  ^.  ^.  +  ^.  ^.)  =  (^  ^.  +  ^.  >=y  =  V , 

dovrà  cioè  sussistere  identicamente  la  equazione  : 

V  —  ^  Il  e,  -\-  2  V  =^  -fi'  ; 

e  quindi  il  problema  del  §  2  della  Memoria  di  Clebsch  *),  equivale  a  quello  che  ha 
per  iscopo  la  ricerca  dei  punti  di  flesso  di  una  curva  del  terzo  ordine. 

Indichiamo  con  /(x, ,  xj  una  forma  binaria  dell'ordine  «,  con  ip  una  forma  bi- 
naria dell'ordine  m,  e  sia  : 

per  cui  ;;  =  in  r.  Ponendo  /j  =  ^  (//)'  s'  ottiene  facilmente  : 

1  w  —  I    ,,,_„ 

2  n  —  i^         vr  , y  > 

eccetto  il  caso  in  cui  (p  è  lineare,  nel  quale  /;  =  o.  Se  (p  è  una  funzione  quadratica, 
sarà  (<po)^  costante  rispetto  alle  x^,  x^,  e  quindi  pel  risultante  valore  di  /;  si  avrà  il 
covariante  (//;)  =:  o.  Si  hanno  cosi  i  due  teoremi  : 

I.  —  Se  una  forma  binaria  dell'ordine  n  è  eguale  alla  potenza  ennesima  di  una 
fun:iione  lineare,  i  due  covarianti  della  forma  slessa  /;  =  4  (//)">  C/'O  ^'"'''  identica- 
mente nulli. 

II.  —  Se  una  forma  binaria  dell'ordine  n  pari  è  eguale  alla  poten:^a  —  di  una 
forma  quadratica,  il  covariante  (^fV)  della  medesima  è  identicamente  nudo. 

Sia 
(0  /(.v,  ,  .vj  =  (a,  O,  ^  e,  ...S,y,  {.,..)(;,!)", 

nella  quale  E  =  ;,.v,  -\-  ;,.Vj;  e  le  a,  b,  e,  . . .  S,  y,  'P,  a  sono  degli  ordini  o,  2, 
3,  ...  (h  —  3),  (h  —  2),  (n  —  i),  n  rispeno  alle  x^  ,  x^. 


')  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  t.  VII  (1875-76),  pag.  95. 
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Ponendo 

^  =  (^,>^,.,  ••■y..,Ii,.>^.)(;>  0"-% 
c  =  (/.,,,  e,,,  ...L,,P,.,oa  1)"-% 

G  =  (a,  0,  /;,  e,  ...  S,  y)(;,  i)'-\ 

£  =  («  -  2)K^-^  +  (»-aX»-3),^.„-.  +  ...+(,_  ,),j  +  ^^, 

nelle  quali 

.    I    5/'  i    de 

'  ^    2    dx/  '  ~    3    5 .v/  •  •  •  ' 

si  Ottiene  facilmente  : 

/;  =  G[Al:  -  2  5;,^, +  C;;J  +  //C  — F 

+  2  [£(^;,  -  i^;,)  -  -D(Bc,  -  Ci;)]  -  (£E,  -  Diy. 

Se  il  covariante  i  è  identicamente  nullo,  sarà  pure  eguale  a  zero  il  valore  di  /;  che  si 
Ottiene  ponendo  ^^,  — l^  in  luogo  delle  .v, ,  .v,  ;  e  siccome  in  questa  ipotesi  diventano  : 

la  identità  /;  =  o  darà  luogo  alla  equazione  : 

aY-li^  +  ^(aay  +  2(afi)  =  o. 

Nello  stesso  modo  e  nelle  stesse  ipotesi  trovasi  per  la  identità  (//;)  ^  o  la  equazione: 

yn  _  3  aliy  +  2  P'  +  3  a(ay)  +  3  a  (a  fi)^  _  6  fi  (-•  W  -  6  P  ^  +  2  (a  .)  =  o , 

posto   <7  =  ^{y-%y. 

Queste  due  equazioni  non  sono  evidentemente    omogenee;    ponendo    come    nella 
Memoria  di  Clebsch  ^  ,   ^  in  luogo  di  E^ ,  t,  si  potranno  sostituire  ad  esse  le 

/  cV  +  2(a[i)X  +  ay-ri^  =  0, 

(2)  2  (a^)V  +  3  [a(a/^y  _  2  fi  .]  V  +  3  [a(ay)  -  2  ^^  P)]  ^ 

(.  4-a^S-3a^^Y+2^'=0. 

2.  Pel  caso  di  «=3,  ponendo   «  =  S  =  i,  a  =  2V,  fi  =  —  m,  y  =  o   e   quindi 
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per  le  denominazioni  della  Nota  I  : 

(7=:2T,  (a[i)=2  3,  (X(7)  =  4W,  (oL^Y  =   —   2  p  ,  '  (7.-[)  =  O  , 

la  equazione  (i)  diventa  : 

e  le  (2)  danno  : 

[  2rV  -\-  4^1  —  ir  —  0  , 

^  4  w  1'  -j-  6  (t  H  —  p  r)  V  -\-  6h31  -]-  2  f'  —  h"'  =  0  , 

ossia  le  equazioni  (12)  della  Memoria  (1.  e,  pag.   100). 

La  eliminazione  di  1  dalle  due  equazioni  (3),  e  quindi  la  richiesta  equazione  del 
nono  grado,  si  ottiene  facilmente  col  seguente  processo. 

Sieno  9,  (j^  due  funzioni  omogenee  delle  variabili  x,  y  di  secondo  e  di  terzo  ordine, 
e  si  indichino  con  D,  A  i  loro  hessiani  : 

Si  determinino  le  forme  simultanee  : 

la  equazione  risultante  dalla  eliminazione    del    rapporto    x  :  y    dalle    equazioni    ?  ^  0, 
(}-  =  o  è  la  *)  : 

R  —  2DO  =  o. 

Applicando  questo  risultato  alle  equazioni  (3),  si  hanno    facilmente,    col    mezzo    delle 
relazioni  trovate  nella  Nota  I,  le  seguenti  : 

D  =  —  4  (;r  T  -|-  2  à=)  =  8  v(Av  —  np)  , 

0  =  8v\2J  li  vp  —  j^Bv'  —  pr-  ir)  , 

R  =  32f'[i'(T'  -f-  2  ^ M  t'  -j-  2  Bir-:  -{-  4  J B  H'  —  Eli')  —  ^uvp^T 

-\-  ^JpTv'  -{-  SA'hv'p  —  12  Air  vp-  -\-  y'^'P']- 
Ora,  essendo 

2  D  Q  =  i28i''(2  A^'uv^p  —  3  Au^vp'  -\-  u'p'  -{-  4  Buv'p  —  ^AEv')  , 

la  equazione  R  —  2D0=-0  è  divisibile  per  321''  e  si  ottiene  la  equazione  del  nono 


*;  Clebsch,  Theorii  da  biiiàren  aìgebraischcn  Formcn  (Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1872»,  §  27. 
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grado  : 

v[z'  -^  2  Auz'  -}-  2  Birr  -{-  {4AB  —  E)u'] 
-j-  y'^^P'  —  ^!ip-v':-{-4pv'(A'c  —  4BH)-{-i6ABv'  =  o    *). 

Se  la  cubica  fosse  dotata  di  un  punto  doppio,  sarebbero  a  =  S  =;  o  e  le  due  equazioni 
in  1  diverrebbero  : 

nV  -^  4  si  —  u''  =  o  , 

4wV  -|-  é(MT  —  vp)r-J^  6ii;3l  —  u'  =  o. 
In  questo  caso,  essendo 

D  =  Sv(Av  —  iip)  ,         2  =  8"  ■'•-'' P  (2  Av  —  Hp)  , 
R  =  ^2uv^(S  A'v' p  —  12  Anvp-  -\-  4  ABit^'v  —  Eirv  -f-  t»'/'')  > 
si  avrà  per  la  equazione  R  —  2  D  O  :=  o  la  equazione  del  terzo  grado  : 
2(4AB  —  E)v-{-p>  =  0. 

3.  I  risultati  ottenuti  nel  precedente  n°  si  ponno  anche  porre  sotto  una  forma 
piìi  generale,  la  quale  trova  riscontro  in  altre  ricerche  geometriche.  È  noto  che  per 
ottenere  la  equazione  della  curva  reciproca  ad  una  data  F (x, ,  x, ,  .x.)  =r  0  non  si  ha 
che  ad  eliminare  una  delle  indeterminate,  per  esempio  x^ ,  dalla  equazione  F  =  o  e  dalla 

ed  eguaghare  quindi  a  zero  il  discriminante  della  forma  in  .v^  ,  x^    che    si    ottiene  da 
quella  eliminazione. 

Ora,  se  supponiamo  dapprima  essere  -F^v, ,  .v, ,  x,)  del  terzo  ordine  e  quindi  pure 
del  terzo  ordine  la  forma  binaria  /(.v,  ,  -vj  che  risulta  dalla  eliminazione  dì  x, ,  si  ha, 
come  è  noto,  che  il  complesso  dei  covarianti  e  degli  invarianti  indipendenti  relativi  alla 
medesima  si  compone  delle  forme  : 

fra  le  quali  ha  luogo  la  relazione  identica  : 

H'  +  /;'  +  Df  =  o  . 
Indichiamo  con  P,  O  i  valori  che  assumono  le  forme    /;,  9  allorquando    pongansi   in 


*)  L'equazione  (18)  della  Memoria  di  Clebsch   contiene    due    errori    di    calcolazione,    che    sono 
corretti  nella  superiore. 
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esse  in  luogo  delle  x^  ,  x^  le  c^ ,  —  e,  ;  se,  come  nel  n°  i,  si  ha  : 

F{x^  ,    X^  ,    X.)  =:  X'.   —   3  H  .V.  -\-  2V  , 

la  equazione  superiore  si  trasformerà  nella 

ed  i  valori  delle  P,   Q  saranno  evidentemeiìte  i  primi  membri  delle  equazioni  (3),  nei 
quali  siasi  posto  — ^^  in  luogo  di  \. 
Si  avranno  cioè  le 

P  =  2  t;!  —  4  ^;,  —  !<% 

2  =  —  4  w;|  -|-  6  (t;(  —  /'i-')^-  —  ^  "^^;  +  -'"-'^  —  "'  > 

pei  quali  valori  si  ottiene  : 

D  =  4Clt  —  iirll  +  3(8  ^T  —  4J5;(  —  3p')V.  —  2(8^:3  +  qu  —  2w);; 

—  3  (^  ;r  -j-  2  r  j(  —  2  pv)l'.  -{'  6  11  zc,  -\-  u'  —  v' . 

La  eliminazione  della  e  dalle  equazioni  P  :^  o,  O  =  o  darà  quindi  la  equazione  del 
nono  grado  in  t^ ,  E^  corrispondente  ai  punti  di  flesso,  e  la  Z)  ^  0  è  la  equazione 
della  curva  reciproca  alla  data. 

Le  nove  tangenti  di  flesso  della  cubica  F  ^  0    sono    quindi    tangenti    alla    curva 
P  =  o  della  quarta  classe  ed  alla   Q  =  o  della  classe  sesta. 

NOTA  III. 

I.  La  teorica  delle  forme  simultanee  di  una  forma  binaria  può  avere  una  oppor- 
tuna applicazione  nelle  ricerche  sulle  forme  ad  un  maggior  numero  di  indeterminate. 
Considerando  la  forma  ternaria  cubica  : 

f  (.Vj  ,   -V^  ,   .V.)  =  xl  —  3  ((  X.  -\-  2V 

è  evidente  che  i  covarianti  di  essa  potranno  esprimersi  per  polinomi  in  x,  di  cui  i  coef- 
ficienti saranno  forme  simultanee  delle  forme  binarie  u,  v.  Indicando  con  H  l'hessiano 

di  F  trovasi  infatti  essere  : 

H  =  ^.v'  —  2px:  -\-  {Ah  +  2  t).Vj  -|-  2  (^Av  —  pti), 
ed  indicando  con  C  il  contravariante  che  corrisponde  alla  curva  di  Ca'ìt.ey  si  ha  : 
C=2Bll-ql:+(AH-.)l^  +  z, 
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nella  quale  intendesi  posto  nelle  q,  ii,  -,  3  le  c^,  — E^  in  luogo  di  x^,  x^.  Ora,  ope- 
rando col  contravariante  C  sulle  forme  F,  H  si  ottengono  le 

C{F)  =  —  i2{A'~4B),         C{H)  =  4{A'  +  IO  AB  -  2C  -  4  E)  , 

espressioni  le  quali  non  differiscono  che  di  un  coefficiente  numerico  dagli  invarianti  s,  t 
della  l'orma  F,  essendo  : 

(i)  j  =  4(^^  — 4£),         /  =  -8(J'  +  10.^5  — 2C  — 4^). 

2.  Il  valore  di  H  trovato  sopra  potendo  porsi  sotto  la  forma 

H  =  AF  —  2[px:  —  {2Aii^  t).v.  -\-pn], 

la  eliminazione  della  x,  dalle  equazioni    F  =:  o,  //  =  o    si  potrà  ottenere  eliminando 
la  Xj  dalla  F  ^  0  e  dalla 

p  Aj  (2  //  /«  -j-  t)  X.  -f  p  /(  =  O  , 

vale  a  dire  eliminando  la  x.  da  una  quadratica  e  da  una  cubica.  Applicando  il  metodo 
indicato  nella  Nota  precedente,  si  avranno  in  questo  caso  le 

D^~Up'n-{2Au  +  ^y], 

0=2[v{2Aa  +  .-)-2p,r\, 

R  =  p[2pv  —  !i(2Ah  -\-  t)]' ; 

quindi  la  equazione  risultante  : 

R-  2DO  =  o 

condurrà  alla  equazione  del  nono  grado  nelle  x^ ,  a,  seguente  : 

(2)  2  X'  (2  J  /(  -(-  t)'  —  ^pir(2Au-\-Ty  — 12  p-  Il  V  (2Au  -\-t)~{-  16  phi'-\- 4  p^v^'^o, 
che  corrisponde  alla  (18)  dell'Autore. 

3.  È  noto  che  l'Hessiano  della  forma 

(3)  lF^6iJ.H, 
nella  quale  A,  [j-  sono  due  indeterminate,  è  eguale  a 

posto  ' 

>.,  =  -^  si-  [/.-{-  ti  II.-  -\-  ^  5'  y.'  ,  IJ.^  =  V  —  ^  si  [I.''  —  2  t  ^1.'  , 

le  i,  t  essendo  gli  invarianti  della  forma  F. 
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È  noto  altresì  che,  per  ciascuno  dei  valori  del  rapporto  1  :  u-,  i  quali  soddisfano 
alla  equazione  : 

(4)  Ay-,  —  ^P>',  =0, 

la  equazione  (3)  rappresenta  tre  rette,  ciascuna  delle  quali  passa  per  tre  punti  di  flesso 
della  cubica  F  =  o. 

Ora  la  equazione  (4)  pei  valori  superiori  di  ).,  ,  [^.,  è  eguale  alla 

V  —  6sVi>.'  —  Stlij.'  —  3  s'iJ.'  —  o  , 
o,  ponendo  in  questa  —  =;  2  e,  eguale  alla 

(5)  a^  —  \sc~  —  In  —  ^5"  =  o. 
Sostituendo  in  quest'ultima  per  s,  t  i  loro  valori  (i)  si  otterrà  quindi  la 

(6)  c^_6(J=  — 45)'7=  +  8(^'+io^fi-2C  — 4£)7— 3(^'  — 4£y  =  o, 

la  quale  coincide  colla  equazione  (30)  di  Clebsch. 

Dalla  equazione  (6)  deducesi  facilmente  la  equazione  che  dà  il  prodotto  delle 
dodici  rette  corrispondenti  ai  quattro  valori  del  rapporto  X  :  [a.  Ponendo  infatti,  nella 
\F  -{-  (i[j-H  ^  0,  2  (7  in  luogo  di  \  :  [/.,  si  ottiene  la 

(7)  ./-•+3H=.o, 

il  primo  membro  della  quale  rappresenta  il  prodotto  di  tre  rette  per  ogni  valore  di  a 
che  soddisfa  la  (5)  o  la  (6).  Eliminando  quindi  la  a  dalle  equazioni  (6),  (7)  si  avrà 
la  equazione  richiesta,  ossia  la 

27//^-  18  (^=  —  4B)WF'  —  S(A>-{-  loJB  —  2C  —  4E)HF> 
—  (^'  —  4  BJ-  F*  =  o, 

come  io  aveva  già  dimostrato  in  una  breve  Nota  pubblicata  nel  Giornale  di  Crelle 
nel  1856,  voi.  LUI. 


NOTA  IV. 

I.  Dalle  espressioni  di  F  e  di  //  della  Nota  precedente  si  ottiene  la 
(i)    '7F  -\-  ^H=k.xl  —  6pxl-^  3(4^"  +  2T  — AwOa-,  +  2(kv  —  3pii), 
posto  k  :=  G  -\-  3  A.  È  noto  che  la  espressione  e  F  -\-  ^H  si  decompone  in  tre  fattori 
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lineari  per  ogni  valore  di  a  che  soddisfa  la  equazione  (4)  della  Nota  IH;  cioè  la 

(2)  <^*  —  1"  -^  '^'^  —  '  '^  —  17  ^'  ^  °  ' 

perciò  la  equazione,  che  si  ottiene  eguagliando  a  zero  l'ultimo  termine  della  (i),  ossia  la 

(3)  3/)»  =  (^+3^)^, 

che  coincide  colla  (52)  della  Memoria  di  Clebsch,  dà  per  ciascun  valore  di  a  tre  sistemi 
coniugati. 

Riservandoci  di  ritornare  sulla  equazione  (3)  nella  Nota  V,  vogliamo  ora  mostrare 
come  si  effettui  la  decomposizione  della  (7  F  -|-  3  //  in  tre  fattori  lineari,  e  come  per 
mezzo  di  essa  si  ottengano  le  forinole  generali  per  la  trasformazione  di  una  forma  cu- 
bica ternaria  nella  sua  forma  canonica. 

2.  Indicando  la  espressione  (i)  colla 

si  ottengono  facilmente  le 

/  Q  =  A^A,^  —A\  =  —  F-H  +  2  (2^»  +  T)yt  -  4/)% 
(^)  )  C,  =  |(^„ ^ .  —  ^.  a;)  =  Ir  V  —  4k P n  -\-  2p(2  a  II  -1^  t:)  , 

(  C^^  A^A.—Al  =  — k'H'-\-4(^2An'^rn— pv)k-\-i2p' 11  —  4(2  Au-\-zy, 
per  le  quali  : 

(5)  P=A^C^  —  A^C^  =  };'  V  —  6  k'p  II  -j-  6kp(2An-}-r)  —  8  p'' , 

/  D=^C^C^—  C\  =  li'{ti'  —  v-)  —  (>¥u{2Air-^uT  —  2pv) 

(6)  J^,2¥[n{2Au  +  .r-pv{2Au-\-^)-2fic 
[-%h[{2AH  +  ^y~lp-n(2An-^-:-)-2p>i^  +  i2p'[{2Au+zy-4ful 

Questa  espressione  D  del  sesto  ordine  in  x^  ,  .v,  può  trasformarsi  per  modo  che  risulti 
eguale  al  quadrato  di  una  forma  binaria  del  terzo  ordine.  A  questo  scopo  faremo  pre- 
cedere alcune  considerazioni  sulla  equazione  del  quarto  grado  in  k  di  cui  faremo  uso 
in  luogo  della  biquadratica  (2)  in  g. 

3.  Ponendo  nella  equazione  (6)  della  Nota  precedente  k  —  ^  A  in  luogo  di  t,  si 
ottiene  la 

(7)  k^  _  3  ai-'  +  6  ?  A-=  -  4  y/c  +  3  (-Y  -  n  =  0  , 


114  INTRODUZIONE,    NOTE    ED    APPENDICE    AD    UNA    MEMORIA    DI    A.    CLEBSCH. 

posto 

(8)      a  =  4^,       [i  =  4(2j^  +  iJ),       Y  =  4(4.J'  +  4J£  +  C+2£), 

per  le  quali 

ay  — [i^=  i6(G4-  2JE). 

Questa  equazione  in  k  ha  due  proprietà  che  vogliamo  notare.    Essa    può    porsi    sotto 
la  forma  : 

(9)  a-'-Y)(7^---)-a-^-'^y  =  o, 


che  ci 

sarà  utile 

in 

seguito; 

inoltre , 

ponendo 

si  ha  : 

I 

4 

T 

' 

ìb 

ay  -  ^= 

3  C'ap- 

n 

e  quindi  dalla  superiore  si  ottiene  la  equazione  seguente  della  stessa  forma  : 

h*  —  3  fl  /;'  -j-  6  i  //  —  4  e  /;  -[-  3  (i7  e  —  /r)  =  o  , 

affatto  analogamente  a  quanto  verificasi  per  la  equazione  del   moltiplicatore    nella    tra- 
sformazione del  quinto  ordine  delle  funzioni  ellittiche. 

4.  Ritornando  ora  al  valore  superiore  di  D,  noteremo  dapprima  come,  indicando 
con  :3  =  (?i  v),  w  ^  (v  t)  i  due  covarianti  simultanei  del  terzo  ordine  delle  forme  u,  v 
(vedi  Nota  I)  e  ponendo 

(io)  W  =  b)  2^J  —  (JU, 

si  ha  il  seguente  gruppo  di  relazioni,  le  quali  si  ponno  facilmente  dimostrare  per  mezzo 
delle  formole  contenute  nella  Nota  I.  Esse  sono  : 

h[u(2Au  +  t)  -  2pv]  =  ±c,(u'-V^-)  -  2à% 

11(2  Alt  -\-  r:y  ~  pv(2  A  a  -\-  -7)  —  2jrir  =  ~';i(u'  —  v')  -\-  2^U' , 

(")    ' 

(2  J;(  +  t)'  -  3/)=m(2vJh  +  t)-  2p'v  =  ^-[(n''  -^■')  —  2U'\ 

p'[(2Alt-{-zy  —  4p'H]=j('X^;—'^'){u>  —  ir)  —  (_7.'w'-l!-2'^1VÌ!^'{s'), 

nelle  quali  le  a,  p,  y  hanno  i  valori  (8);  e  la  espressione  D  si  trasforma    per  le  me- 
desime, avuto  riguardo  alla  equazione  (7),  nella  seguente  : 
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-^D  =  {-j^  —  «)^'''  +  2(/c'  —  P)ws  +  (/e'  —  t)^% 

la  quale  appunto  per  la  equazione  (9)  dimostra  essere  D  il  quadrato  di  una  forma  del 
terzo  ordine.  Da  essa  si  ottiene  la 

(12)  t^^TD  =  3  n  [(f  i^  -  ^)w  +  (h^  -  P)^]  , 

posto 

5.  Rammentando  ora  come  le  C^,  P,  D  sono  formate  colle  J^,  A^,  A,,  A,,  si 
verifica  tosto  la  identità  della  equazione  : 

Q  +  P'  + J^D  =  o, 
la  quale,  posto 

(14)  I  =  |/p  +  k\^^^D,         m  =  yP  —  ^t/^D  , 
osservando  essere  A^  =  k,  conduce  alle 

(15)  l,n  =  —  C^,         /=  +  w'  =  2P,         P  ~  m'  =  2kV^^D, 

essendo  /,  iii  funzioni  lineari  delle  .v,  ,  x,  . 

Ma  la  espressione  (i)  di    17 F  -{-  ^  H,  pei  valori    (4),    (5)    di  Q    e    di    P,    può 
scriversi  : 

.F  +  3  //=  ^[(A-.v,,  -  2py  -  3  (/c.v^  -2p)ìm  +  V  +  ;«'], 
od  infine  : 

posto 

/      X,   =:À'.V.    —   2/1+  /  +  W, 

(16)  )    X^=^kx,  —  2p-\-e'l-\-e,n, 

{    X.  =  kx.  —  2p-{-el-\-e'm, 

essendo  e  una  radice  cubica  immaginaria  dell'unità.  Passiamo  ora  alla  ricerca  dei  valori 
delle  funzioni  lineari  /,  m. 

6.  Se  nella  espressione  (4)  di  C^  poniamo  in  luogo  di  ;(  e  di  t  i  loro  valori  in 
funzione  dei  covarianti  simultanei  lineari  p,  q  trovati  nella  Nota  I,  si  ottiene  la 

2f'C„  =  a„p^+2a,/)^+oc^5% 
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essendo 

/    a„  =  _^£i=-|-  2  (2  A' E  -{-  2  B E  —  J  G)k  —  &  E\ 

(17)  a.  =  2À'À-, 

(    a^  =  —  Ek'  -^2(G-\-2JE)k. 
Analogamente,  esprimendo  il  valore  (5)  di  P  coi  covarianti  lineari  p,  q,  si  giunge  alla 

nella  quale 

1    fp^  =  {2  E' ^  A' G  -  AB E)k' —  12  AE'¥ 
+  i2E{2A'E-\-  2BE  —  AG)k  -  32£', 

(18)  (    (i,  =  — (J/r-8£)A'/:, 

i    ^^^  =  [{B E  —  A  G)k'  —  ^  E' k  +  ^  E{G  -^r  2  A E)\k  , 
\    p,  =  K¥'  ; 
e  ripetendo  la  stessa  operazione  per  la  espressione  (12)  di   I' —  D  si  avrà: 

4£'V'=^  =  (Yo,T.>  i..T,)(/'>  9^' 
posto 

!y_^  =  „  A73  A'k'  —  ^{2  A'  -\-  AB  -{-  2  E)k  -\-  2^  AE], 
y,  =  n[{2  E'- -\-  i  A' G  —  i  ABE)F  , 
-\-4(B'E—GE  —  ABG-2A''G-\-  2A' BE  —  2  AE')k -\- S  A'E' 
y.^j    ^  -SBE'-{-i2AGL], 

Y^  =  nKk(—  sAk-^SA'-\-4B), 
y.  =  «[3(5£  -  AG)k'-\-4(BG  —  CE-\-  2A'G  —  2ABE  —  2E')k 

+  I2£(G+2^£)]. 

Le  equazioni  (15)  daranno  quindi  le 

(20)  2  £'  (P  +  /«O  =  (;ì„  ,  [i. ,  |i, ,  ^.)  (/>,  ?)' , 

(    2£^(/'-m')  =  KVo>  Y..Ta>T,)(P.'7)'- 

Incominciamo  dapprima  dal  dimostrare  essere  le  /,  in  funzioni  lineari  dei  covarianti  p,  q. 
Le  equazioni  (17),  (18),  (19)  danno  infatti,  avuto  riguardo  alla  equazione  del  quarto 
grado  in  k,  le  relazioni  seguenti  : 
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"oP^  —  2  X,  p,  -\-  a,p_^  ^  o  ,         a^y^  —  2  a^y^  -j-  a^y^  =  o, 

«„lij  —  2a_(i^  4-  a^p^  =:  O,  a^y^  —  2  a_  y^  -(-  a^y_  =  0, 

le  quali  dinotano  essere  identicamente  nullo  il  covariante  simultaneo  lineare  che  ottiensi 
dalle  forme  quadratica  e  cubiche,  che  costituiscono  i  secondi  membri  delle  equazioni  (20), 
operando  su  di  esse  come  si  ottenne  il  covariante  p  dalle  /(,  v;  proprietA,  come  è  noto, 
necessaria  per  la  sussistenza  delle  equazioni  (20).  Si  hanno  inoltre  le 

\         P:-PoP.  =  2aJ\  [i,[i^  — ^^P.  =  4a.SS  ^^^-p.^.  =  2a^S% 

^KToT.-Y;)  =  2a„S=,      i=(y„y3-y.yJ  =  4-.^\      HlA'.-ld  =  2r^\ 

posto  ò"  =  a^  —  ^0*^2'  '^  quali  corrispondono  ad  una  seconda  proprietà  pure  neces- 
saria e  relativa  al  covariante  quadratico  analogo  al  covariante  t.  Se  infine  osservasi 
sussistere  le 

PoT3-(P.L  +  f^.T.)  +  P,To  =  o, 
P.Ti  — 2p.T, +  P3T,  =  0, 
si  deducono  da  queste  e  dalle  superiori  le 

(K  ±  h'o)(^.  ±  h.)  -  (P.  ±  h.r  =  o , 

ik ±  hoX^; ±  h,) - (^  ±  h\)(K ±hù  =  o, 

(?.  ±  /cy.)(li,  ±  A-T,) - ik  ±  kyy  =  0, 

le  quali  dimostrano  che  le  forme  cubiche  in  p,  q  : 

sono  ciascuna  eguali  al  cubo  di  una  funzione  lineare  delle  stesse  p,  q. 
Le  /,  m  sono  adunque  funzioni  lineari  delle  p,  q  e  potremo  porre  : 

(22)  El  :=  a^p  -\-  a^q  ,         E  ni  =:z  b^p  ~\- b^q  . 

7.  Per  questi  valori  di  /,  in  la  prima  delle  equazioni  (20)  dà  : 
(2 5)  2  «j  /jj  =  —  a^ ,         a^  i,  -\-  a^b^  ^  —  a^ ,         2  a^ ^^  =  —  a^ , 

dalle  quah,  ponendo  ^=:aj\  —  'hK'  ^^  ^^'^ '■ 
(24)  S=  =  a:-a„a,. 
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Così  dalle  altre  due  equazioni  (20)  si  ottengono  le 


(25) 


a]  +  b]  -- 

a^a\  -\-  b^b^^  - 
a\-\-b\-- 
Le  (23),  (24)  danno  evidentemente  le 


a]  —  h'.= 


a' a,  —  b]b,  ^^  -^k 


a^a\  —  b^b\ 
a\  —  b\ 


■T.  . 


-.+ 


-^'.. 


e  le  a^,  b_,  sono  per  le  ultime  (25)  eguali  a  |/  — (f^j  i  ^Yj)- 
Le  formole  di  trasformazione  saranno  quindi  per  le  (16): 

£X.  =  fKv,  +  ^K(«,  +  /g_^0n-/g-2£aJ;,  +  (a,  +  tj5, 
(26)   \EX,_^Elx,^~\y.^{ea^^ib^  —  l{fa^~tb^~2Ex^p^{fa^^th^(l, 

EX.  =  EÌ<x.-^  —  \y.Xia,-Vt'b^  —  l{ta^  —  èb^~2Er>.^^^{ta,_^t'b^q, 
ed  il  modulo  della  sostituzione,  che  indicheremo  con  A,  avrà  il  valore  : 

Da  queste,  ponendo 

x^^ex^^tx,  =  x,      x,4-<;X,  +  rx.  =  y,      a',  +  a',  +  x  =  z, 

si  otterranno  per  la  sostituzione  reciproca  i  valori  seguenti  : 

/    3U.V.  =  SZ— 2£(a,X  — t,y),         ilp  =  E{bJ—a^X), 


3  ^5  =  — [a,  {a^X  —  />,  F)  —  ^(a,X  +  /^  F)] , 


per  mezzo  delle  quali  si  può  operare  la  trasformazione  della  forma  cubica  ternaria 

f(x,,x,,x^)  =  x!-3»^3  +  2t. 

nella  sua  forma  canonica,  supponendo  espresse  le  u,  v  in  funzione  dei  covarianti  lineari 
simutmnei  p,  q. 
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Però  la  forma  di  questa  trasformata  essendo,  come  è  noto,  la 

e.  ^l  +  e,  XI  +  e.  X:  4-  6  e  A',  X,  a; 

si  potranno  più  facilmente  determinare  i  valori  delle  c^ ,  e, ,  e, ,  e  facendo  uso  delle 
(26)  o  meglio  delle  (i6).  Sostituendo  infatti  in  quest'ultima  per  X,  ,  X^,  X.  i  valori 
(16)  si  ottiene  per  la  medesima  la  espressione: 

l  (v  +  6  r)  (k  .v^  _  2]))'  +  3  (>.  /  +  .. ,«)  (k  A-^  -  2  py 

(29) 

/_j_3(,,.r  +  ).„r_2vC„  +  6cCJ(/rA-^-2p)  +  2P(v  +  60-3C„(^/  +  p.m), 

essendosi  posto  iP  e  — C^  in  luogo  di  /'  -j-  in'  e  di  Im,  ed  avendo  indicato  con 
l,  u.,  V  le 

(30)  1  =  c^-\-  e'c^-{-  ec.  ,         ^.^c^-\-  ec^-\-  e'c,  ,         v  =  e,  -j-  e,  -[~  ^-  • 

Il  coefficiente  di  x',  nella  formola  superiore  risultando  eguale  a  (•'  +  6  e)  k'  dovrà  la 
medesima  essere  identica  alla 

(v  +  6  0A-'f(A.,    A,,A-). 

Perciò,  il  coefficiente  di  .v'  dovendo  essere  nullo,  si  avrà  : 

ll^u.>n  =  2p(.  +  6c), 

e   quindi  pei  valori  (22)  delle  /,  in  : 

}.a, +  ;^/;,  =  2£(v-|-  6  0,         la^ -{- y.b^  =  o , 
da  cui  : 

(31)  rA  =  2£/'^(v-|-  6c),  ,5[y.  =  _2£^7^(v-f  6c). 

Da  queste  deducesi  la 

S  (;j.  r  +  A  ;,r)  =  2  £(v  4-  6  f)  (/;,  ;k=  —  a^  T)  , 
ossia 

'^  (j..  r  +  1 .0  =  ^  0'  +  6  0[(/'.  ^:  -  '^.  <)p^  +  2  (è.  /;^  -  fl,  aD/>  y  +  (i^  -  aO  q'] , 
la  quale  per  le  relazioni  (25)  dà  la  seguente  : 

(32)  Hi'-i'  +  >"0  =  -  liif  A-(.,.  /  +  2T,M  +  L'zO- 

Ciò  posto,  confrontando  i  coefficienti  di  a,  si  ottiene  : 

4/("  +  60  +  £^(-  +  éO(T,i'^+  ^-AP?  +  1-3  ?0  +  2(v  -  30  Co  =  ^^(v  +60", 
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nella  quale  esprimendo  le  C^ ,  u  in  funzione  di  />,  q,  si  dedurranno  dal  confronto  dei 
coefficienti  di  p^,  p  q,  q^  le  relazioni  seguenti  : 

(v  +  6c)£(8ir+  2^y.  -  Ak^)  -f-  2(v  -  3  0a,  =  0, 

£(v  +  60(2-^1-3  -  h')  +  2(v  -  3c)a^  =  0, 

dalle  quali  si  hanno  le  due  condizioni  : 

(33)  -oL  -  -.T.  =  -Ì-(8£-  ^À-)|-a,  ,         a.y^  -  a^y,  =  ^i'^». 

ed  il  valore  : 

r     ^  _       Sa,  —  2£/cy, 

Ora  per  le  (17),  (19)  si  ottiene: 

^-.l'i  -  ^-rL  =  —EKÌi[—  3xÀ-'-|-ioH-'  — 8yyt+  6(ay  — [i')], 
ossia,  per  la  equazione  (7)  in  h , 

«^  y,  —  a^y^  =  —  -^EKV'  (f'  —  J-  a  A-  +  'À  . 

La  seconda  condizione  (^^)  darà  quindi: 

(35)  ?i=~^Ek(^F-^.k+'^y 

che  verificasi  colla 


come  alla  (24).  La  prima  delle  (^^)  conduce  allo  stesso  valore  di  S,    e    per    esso 
hanno  anche  facilmente,  rammentando  il  valore  (13)  di  n, 

Sa,  +  £/cy^  =  EK—  ,        Sa,  -  2Ì7,y^  =  —  nEKk\F  _  3a/c  -|-  3  [i)  , 


le  quali  sostituite  nella  (34)  danno  : 

k{k--^.) 


(36)  V  =  3  e ^        T    ^ 


e  quindi  si  avranno  per  le  (31) 
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.  ,  cn  ,  .  cn 

Richiamando  ora  le  (30)  si  ottengono  pei  valori  di  c^  ,  c^ ,  c^  le  seguenti  espressioni  : 

e.  =  '-^[12  (è,  -  O  -  „ki¥  _  3  aÀ-  +  3  ?)]  , 
(37)  \     e,  = '-^[12  (eh^  -  e' a;) -nkik^- 3  ^k-^  3^^)], 

,  =  ^[12  (.^^,  -  ea^)  -  nk(k^  -3^/0+3^)], 
e  non  rimane  a  trovarsi  che  il  valore  di  1:.  Perciò,  supponendo 

P(.x.,  X,,  >^-)  =  c,Xl-{-c^Xl-\-c^Xl-{-  6cX,X,X,, 
dovrà  per  la  (29)  essere 

e  da  questa,  pel  valore  (36)  di  v, 
(38) 


9   k'(k'  —  -^x  k -{-?>)       9k''^'  —  ^s' 
Questa  espressione  di  e,  rammentando  le  equazioni  (35)  e  (27),  dà  le  altre  due; 

ed  osservando  inoltre  che  dalle  (37)  si  ottiene,  dopo  alcune  riduzioni,  la 


si  avrà  anche  : 


ma  dimostrasi  facilmente  essere 
perciò  : 
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Ponendo  infine  : 

(40)  Xj^7^=y,,         X,\^,=y^,         Xj7^=^y,, 

si  avrà  che  la  forma  cubica  ternaria  F(x^,  x\  ,  x^)  riduccsi  alla  forma  canonica: 

yl  +  yl  +  yl  +  ^sy,y.y,, 

nella  quale 

ff' -s 

(41)  g=- '—• 

8.  Riassumendo  le  cose  esposte  in  questa  Nota    possiamo    enunciare   il    seguente 
risultato  : 

La  forma  cubica  ternaria  generale 

F^x]  —  3K.V,  +  2V, 

mediante  la  sostitii:jone  lineare  (26)  0  la  sua  reciproca  (28),  e    la    S05titii:iione    (40)    si 
trasforma  nella 

y\-\-y\  +  y\  +  (>syj.y,^ 

essendo  i  valori  dei  coefficienti  e,,  c^,  c^,  g  dati  dalle  formole  (37),  (41),  e  quelli   delle 
a^,  b^  dalle  ultime  (25). 


NOTA  V. 

La  risoluzione  della  equazione 

ìiv  —  3  ^  ;(  =  o 

si  ricava  tosto  pei  risultati  ottenuti  nella  Nota  precedente,  osservando  che  per  le  rela- 
zioni (16)  della  medesima  i  fattori  lineari  del  primo  membro  di  quella  equazione  sono: 

—  2p  -\-  1  -{-  m  ,         —  2p  -\-  e'I  -\-  em  ,         —  2 p  -\-  el  -\-  e^ m . 

Un  risultato  più  importante  possiamo  ricavare  dalle  (16),  o  meglio  dalle  (26),  ed  è  la 
determinazione  delle  coordinate  dei  punti  di  flesso  di  una  cubica,  od  infine  la  risolu- 
zione della  equazione  del  nono  grado  [(2)  della  Nota  IIIJ: 

S2  V (7.  A u  -\-  ^y  —  ipu'(2  Au  -\-  ~y  —  i2p'uv(2  Au  -\-  t) 
+  i6i)'«'  +  4;)H-=  =  o. 
È  noto  infatti  che  i  nove  punti  di  flesso  della  cubica  : 
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c,Xl-^c,_Xl-\-c^Xl-\-  6<;X,X,Xj  =  o 

sono  determinati  dalla  intersezione  delle  rette  : 

X,  =  0  colle  /;,X,  +  /;jX,  =  o,      e'h^X^  +  eh^X^  =  o,      eh^X^-\- e'h^X^  =  o, 

X^  =  o      »     /;jXj  +  /;,X,  =  o,      e'h^X^-\-eh^X^  =  o,      eb^X^  + e'h,X^  =  o, 

X,  =  o      »      /;,X,  +  /;,X^  =  o,       e'h^X^-\- eh^X^  =  o,       e/;,  X,  +  fV;,X,=  o, 

nelle  quali  : 

5, ì !, 

/;,  =  y^,      h^  =  |/?7,      h,  =  Ve, . 

Ora,  ponendo  per  brevità  : 

U  =  a^  —  b^,         V  =^  e'a^  —  eb^,         W  =  ea^  —  «'^j , 
U^=^a^-\-b^,         V^  =  e'a^-\-eb^,         IF^=^  ea^ -\- e' b^, 

si  hanno  pei  rapporti  delle  p,  q  che  soddisfano  alle  equazioni  superiori  i  valori  seguenti 


p/,  =  a//),  F —  /;,[/)  , 


p  q'^  =  S(/;,  U^  —  /;,  IFJ  _  ^  p;,;, 

fq[    :=  S  (/;_  r„  -  h^  UJ  -^?P[, 


(2) 


p/,;,'  =  oiXe'ì,  U  —  «/;,  PF)  ,       (3)  (   p?:  =  ^ie'h^U^  -  e/;,  fFJ '-^p-, 


fP';==0LXe'h^V  —  eh^U), 
2p":  =  ^X'hJ—c'h^U), 


V       IO  2     oy  gj^  rri  ' 

p  q'"  =^{e  h^  IV ^  —  e'  h^  FJ-^f  p'", 

P  9Ó"  =  H^  '^j  ^o  "~  ^'  ^.  ^O  — ^  pK'» 

p  5';  =  S  (g  7;_  r„  —  «^  /;^  J7J  _  -^  p  p'_". 


La  risolu:(iom  della  equazioni  del  nono  grado  (i)  non  dipende  quindi  che  dalla  risolu- 
zione della  biquadratica  in  k  od  in  i  e  dalle  estrazioni  di  radici  cubiche  necessarie  per 
avere  i  valori  di  a^,  b^,  h^,  h^ ,  h  . 
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Per  le  ricerche  che  intendiamo  esporre  intorno  a  questa  equazione  dobbiamo  anzi- 
tutto determinare  il  valore  di  p.  A  ciò  osserviamo  che  dal  gruppo  di  equazioni  (2)  si 
ottengono  le 

f'P'P"P"'  =  <(cjn  -c^n, 

^'P'oPoP'o     =<(^,U'   -  ^J^')> 

?''P',P"P7  —  «K'^.  ^''  —  <^i  ^') . 

e  quindi  per  le  (23),  (25),  (37)  deUa  Nota  precedente: 

(4)  fp'p"p"-  =  -f  (-^  -  Ox  "'(4  h  -  «?o^o. 

essendo  (p  =  i-"  —  3  ai-  -j-  3  p.  Ora,  per  le  l'ormole  (17),  (18),  (19),  che  danno  i 
valori  delle  a^ ,  a^  ,  . . .  y^ ,  Y_  ,  .  .  .    nella  Nota  precedente,  si  ottiene  : 

4y^  -  H(pa^  =  —  2n{G  -\-  2  AE^hik' — -\-a.k -\-  ^)  , 

o,  rammentando  il  valore  (35)  di  S, 

4Yi  — «?«.  =  4 — '-^ ^; 

quindi,  sostituendo  nella  (4)  superiore,  si  avrà  : 

?'P'P"P"  =  6  (<;  -  O  --^ T"  ^^  ^'=' 

ma  pel  valore  di  e  [(39)  della  Nota  IV]  si  ha  : 
(>  cut  1 

perciò  il  prodotto  superiore  sarà  eguale  a 

f'P'p"p-"^'-^^iG-\-2AE)U^. 

Affatto  analogamente  si  otterranno  i  valori  degli  altri  due  prodotti  mutando  in  quest'ul- 
timo U^  in  V^,  W^.  Indicando  quindi  con  \\p  il  prodotto  di  tutte  le  nove  ^', /)",.. . 
si  avrà  : 

fl\p  =  ^^^^f^{G  +  2AEy>^^^, 

ossia,  pel  valore  (18)  di  [i^ , 

(5)  fY\p  =  -^^^-p^{G  +  2AEyK^. 
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Ora,  indicando  con  Q  il  primo  membro  della  equazione  (i)  del  nono  grado,  vedesi 
tosto,  per  le  relazioni  (2),  (4)  stabilite  nella  Nota  I,  che,  introducendo  nella  mede- 
sima in  luogo  delle  v,  u,  t  i  loro  valori  in  p,  q,  si  ha  pel  coefficiente  di  9'  la  espressione  : 

K(G-\-2AEy 
16  £'  ' 

quindi,  essendo 

Q=n(pq--qp'), 
si  avrà  : 

e  la  (5)  superiore  darà  : 

■_       2      E><kI 

da  cui  il  valore  di  p. 

Ciò  posto,  indichiamo  con  L  la  espressione  : 

L  =  (pq'  -  qp')(pq"  -  qp"){pq"'  -  <//>'") 

e  con  L^,  L,  le  analoghe  per  cui  LL^L^  =  Q.  Sostituendo  nelle  medesime  i  valori 
(2),  (3),  si  trovano  dapprima  rappresentate  sotto  la  forma  seguente  : 

p'Z.  =  C^[{y.^p  +  a^^)  V  —  S  Vjy  —  e,  [(a,/)  J^aL^q)W  —  ì  fVj]', 

quindi  con  qualche  maggiore  lunghezza  di  calcolazione  si  ottiene  pel  valore  del  secondo 
membro  la 

2k'V—  j 
e  perciò  rammentando  il  valore  di  p'  : 

I  valori  delle  A',   Y,  Z  sono  i  seguenti  : 

^  =  4  K^.P^  -\-2Ì^Jl-ì-?'.,  f)P  -  £  C^k[Kp  +  (G  +  2  JE)q]\, 

7  =  —  £■'  C^puk(^  , 

Z=  i2E'Cj7i^, 

nei  quali  tutte  le  lettere  hanno  lo  stesso  significato  che  nella  Nota  precedente. 
Le  altre  due  espressioni  saranno  analogamente  : 
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e  quindi  la  equazione  (i)  del  nono  grado  si  potrà  porre  sotto  la  forma: 

LKL^  =  ^r^^[-f  ^(X^  +  3  n^  +  ^h.^y  +  3  A'O  Y 

+  4-a^Z(X^  -  FO  +  Z']  =  o. 

Dalle  espressioni  (2),  (3)  si  ponno  facilmente  dedurre  le  proprietà  già  note  pei  lavori 
di  Hesse  e  di  altri  geometri,  e  relative  alle  radici  della  equazione  del  nono  grado,  che 
dà  i  punti  di  inflessione  di  una  curva  piana  del  terzo  ordine. 

NOTA  VI. 

Nello  stesso  modo  che  la  trasformazione  canonica  della  forma  cubica  /^(.v, ,  x^,  x  ) 
ci  ha  condotto  nella  precedente  Nota  alla  determinazione  dei  valori  delle  coordinate  dei 
punti  di  flesso  della  cubica  F  =  0,  potremo  ottenere  per  mezzo  di  essa  le  equazioni 
delle  tangenti  a  quei  punti,  risolvere  cioè  il  problema  propostosi  da  Clebsch  nel  §  4 
della  sua  Memoria,  il  quale  come  vedemmo  conduce  alla  equazione  (18)  dello  stesso 
paragrafo  (vedi  Nota  II). 

Se  dalle  equazioni  : 

{  p  =  yl -\- yl -\- y]  +  ^ n\y.y,  =  o . 
(0  { 

(  \y.  +  Ky.  +  \y;=^o, 

si  elimina  una  delle  indeterminate,  per  esempio  la  v^  ,  si  ottiene  : 

(2)  f(y, ,  yù  =  myl  +  yD  -  i\y.  +  \yy  -  ('''■Uyj.i\y.  +  \yù; 

e  quindi,  supponendo 

(3)  fi)\,y.)  =  (i>-j.  +  i':yy, 

la  retta  (i)  sarà  tangente  alla  cubica  F  =  0  in  un  punto  di  flesso.  Le  equazioni  indi- 
cate con  P  ^  o,   Q  =  o  nella  Nota  II  saranno  in  questo  caso  le  seguenti  : 

(  W^-ì-u  01  +  ^'D  \  +  4  g'  K  K  =  o, 

ì (M  +  ^D >•;  + 1 2 ^ K K  K  +  '^ s' \  \  O'I  +  "^-D  \  + 1 6  -'  ).;  H  -  (a;  -  ^D^  =  o, 

dalle  quali  eliminando  /^  si  ottiene  la  equazione  del  nono  grado  in  ).,  ,  7.^  corrispon- 
dente a  quella  di  Clebsch  citata  sopra.  Questa  equazione  si  decompone  tosto  nelle  tre 
seguenti  del  terzo  grado,  e  cioè  : 

v  —  ri  =  o,       >-;  +  8  ^'  Il  =  o  ,        8  ^'  a;  -f  >.]  =  o  , 

e  da  esse  e  da  una  delle  (4)  si  avranno  i  valori  dei  rapporti  5.,  :  1^  :  ).j . 
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I  valori  di  questi  rapporti  ed  i  corrispondenti  valori  di  f*., ,  [x^  sono  dati  dal  pro- 
spetto seguente  : 


1^ 

^^ 

\ 

I^, 

F-2 

1 

-2g 

(0 

(0 

I 

—  le'g 

co 

eoi 

I 

e' 

-2eg 

6) 

e^oì 

-2g 

I 

W 

0 

-  2e_g 

e' 

ew 

0 

-2e'g 

e 

e^cù 

0 

I 

—  2g 

I 

0 

0) 

I 

-  2Cg 

e' 

0 

«w 

I 

—  2e'g 

e 

0 

C'bi 

nel  quale  w  =  ^i  -\-  8  g^ . 

Rammentando  ora  le  formole  di  sostituzione  (26),  (40)  della  Nota  IV  ed  osser- 
vando che,  per  le  notazioni  introdotte  nella  Nota  V,  le  formole  stesse  ponno  espri- 
mersi come  segue  : 

E^-.y\  =  KiE^Xkx^  -2p)-^  vp  +  (a,;,  +  a,^)  rj , 

^^[£a,(/cx,  -  2]))  -  S  Wp  +  (a,^  +  a,,j)  ^FJ  , 
si  avrà  per  la  (i)  che  la  equazione  di  una  tangente  ad  un  punto  di  flesso  della  cubica 
E  (-■^'i  >  -■^'2  >  -■^';)  =^  ^j  —  3  '^  -'^'i  -\-  2v 

Eoi^hx^  —  2p)L  -ìiMp-\-  (a,p  +  y.^q)N=0, 

M  =  ).,  /;,  U  +  A,  /;,  f"  +  >^;  /^,  ?F , 
ed  i  valori  dei  rapporti  >^,  :  ^.^  :  ^j  sono  quelli  del  prospetto  superiore.  Indicando  con 


(5) 


sarà  : 
dove 


(7) 
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la  equazione  della  tangente  (6),  si  ponno  determinare  le  radici  dall'equazione  di  Clebsch, 
cioè  i  valori  delle  ;,,  ;^ ,  nel  modo  seguente.  Si  pongano  nella  superiore  in  luogo  delle 
.V,  ,  .V, ,  .V,  i  loro  valori  dati  dalle  relazioni  (28)  della  Nou  IV;  si  otterrà  facilmente  : 

(8)  ;,-v.  +  l,x^  +  c^x^  =  ^^(^X.  +  BX^  +  ex,), 

essendo 

/  A  =  2  xX^  ~  2  E  U)l.  -\-  k(^  U^  -  a,  U)p  —  kx^Uq, 

(9)  I   5  =  2  a^(S  —  2EV)l..  +  k(}  l\  —  5C,  V)p  —  A-a^  Vq  , 
(    C  =  2  a^(S  —  2  £^r);.+  k{ìiJV^-  7.JV)p  —  kxJVq  , 

ed  in  queste  le  p,  q  evidentemente  eguali  a  p^X^ — Z*;^,»  ^^--z  —  ?2^i-  ^^^^  rammen- 
tando che 

j_  =  /;_  X  ,         y^  =  b,_  X, ,         V.  =  h.X., 

la  (8)  condurrà  alla 

(10)  ;.^.  +  ;.-v.  +  l,x,  =  \y\  +  \)\  +  \y, , 

posto 

(il)  -aI^  :=  b^h.A  ,  y.).^  =  /;./;_  5,  y.\^^  ^z  h/i}^  C , 

v.=  elx^khJ]J},- 

Dalle  (11)  si  dedurranno  quindi,  pei  valori  delle  espressioni  (7),  le 

Clx^kL  =  A^B-^C, 

è^x^k  M  =  A  U  +  B  F  -{-  C  fF , 

6^yiJN=AU^-\-  B  P\  -\-ClV^, 

dalle  quali  infine,  per  le  (9), 

0L^pJ^x^q  =  —  2{2x^EL-\-tM),  p  =  —  2K,  l.  —  kL. 

Le  prime  due  relazioni  fra  queste  ultime  daranno  i  valori  delle  c_ ,  ;,,  e  ponendo  con 
Clebsch  —  ;  =  ;,  -v,  +  ;,-v^  si  avrà  : 

Ex^l  =(2a^£L4-i5M-  x^X)p-  x^Nq. 

Rimane  così  risolto  il  problema  propostosi  da  Clebsch  al  §  4.  La  determinazione  del 
valore  di  vi  =  r,^  .v_ -f- ^2^2  ^'  P""  ottenere  affatto  analogamente,  ed  indicando  con 
L,  ,  M,  ,  N_  le  espressioni  : 

L,  =  u-,  /;,  +  [>.,  b, ,         M,  =  a,  /;,  U  +  u.^  b^  V  ,         .V   =  y-,  /;,  [7„  +  it.^  h^  V^  , 

si  giunge  alla 
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~  [(S  Af   4-  2  £a^  L,  —  a,  N;)p  -  a^  N^  q\  , 


■fi  = 

T} 

e  quindi 

con  Clebsch  : 

posto    m 

(.^-hO: 


dal  quale  valore  si  ponno  dedurre  le  proprietà  indicate  da  Clebsch  al  §  7. 


NOTA  VII. 

I.  Aggiungeremo  in  questa  Nota  alcune  ricerche  sulla  equazione  di  quarto  grado 
in  m  considerata  da  Clebsch  al  §  5,  per  dimostrare,  forse  più  chiaramente  di  quanto 
egli  fece,  il  legame  esistente  fra  essa  e  le  equazioni  dei  gradi  9°  e  12°  dei  paragrafi  4 
e  7  della  sua  Memoria. 

Richiamando  la  formola  (22)  (§  5),  cioè  : 

(i)  3  H  =  3  (?^  -  mrr)  +  3  (;  —  nr-n)l-\-  (l  —  m')~^' , 

e  ponendo  : 

si  ottengono  facilmente  le  seguenti  : 

/  3  ir  =  —  3 'fi}'  —  3  '"^ ? ^  "f"  (i  —  '"') ^-'j  (" 0'  =  ^"^  —  '"■  I'-^» 

(f)}  SL  =— tP^  —  T '"' ?y-  +  (^  —  '"'') '^^ !'•'     (" 0 (» 0  =  '« P f-  —  T ^'  +  T '"' ^ y-' 
(  3  M  =  3  p'  —  3  p  .a  +  (i  —  m')  iJ.\  (il  i)  (u  r,)  =  p  X  —  !>.  p.  +  4  m'  [j.'  ; 

ed  essendo  A  ^  -^(it  tiy,  si  ha  : 

èA=  3  A'  —  3  Mm  -\-  3  (/(  i)  (il  ;)  —  3  '«'  ("  \)  ("  l)  +  (i  —  '«0  («  v)''  > 
o  sostituendo  i  valori  superiori  : 

I2^  =  (i  —  4  w')  V  —  in (4  —  w') [^-^  —  12  w'' p >.  -|"  1 2 OT p (A  —  1 2 m p^  -f-  6  wt'' >. a. 
Moltiplicando  quest'ultima  per    i  —  w'    e   ponendo    nella  medesima  per  (i  — ni')V , 
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(i —  )h')a[^.,  (i  —  »i')i'-'>  '  valori  dati  dalle  (3),  si  giunge  alla 

(4)  in'  (f  '  —  M)  +  4  /«'  (A'  —  ^)  —  6 1  nr  -|-  4  /«  (M  —  ^ p^)  +  4  ^  —  iT  =  0 , 

cioè  alla  equazione  del  quarto  grado  richiesta.  Essa    ha    l'invariante    quadratico    nullo, 
essendo  identicamente  : 

(5)  ^  A^^  =  KM-U, 
e  ponendo 

(6)  c  =  J  —  K+  {M  —  -J)  m  , 
si  trasforma  nella 

G-* '^sn-  —  ir: ^5'  =:  0  , 

come  alla  Nota  HI. 

I  valori  delle  11,  v  e  dei  loro  covarianti  simultanei,  nei  quali  in  luogo  delle  x, ,  x, 
siensi  poste  le  ^^ ,  —  E, ,  si  ottengono  facilmente  formati  colle  K,  L,  M,  f  e  si  hanno 
cosi  le 

(7)  U^K,         2V  =  —  f>,         2-  =  —  {2L'/-\-K'),         2p  =  —  M^, 

nei  primi  membri  delle  quali  si  devono  ritenere  sostituite  alle  x^ ,  x^  le  c^ ,  —  ;,.   Così 
si  ha  per  gli  invarianti  B,  E  : 

[   4B  =  LM-  L'/  —  K' 4-2  AK, 

(8) 

(   8  £  =  A'(4  .J  —  KJ  +  2  I  M(4  A  —  K)-\-M\ 

dai  quali  valori  e  dai  superiori  si  deducono  le  relazioni  : 

8(4AB  —  E)  =  SL''  —  K''  —  M'  —  6  L  MK, 
XA~^  Bu)^4L'  —  K'  —  sLMK  —  LK-/, 
^  ■'  ^   2{At  —  j^Bh)^  2U  -]-  2K'  ~  ^AK'  —  4LMK-{-2LKf  , 


{'t 


4AB  =  L'  —  LMK^  ALM  —  AK'-\-  2A'K. 
Ora,  le  prime  due  fra  queste  ultime  danno  : 

%[--'  +  2  u-iA'  -^  Bh)  -\-  {4  AB  —  E)u'] 
=  —  8  L' p'  —  8  L^  A'=p^  +  4  A^  A'(3  MA'  —  4  A=)p=  —  M' K' 
e  le  altre  due  conducono  alla 

S[4pv{A-  —  4Bu)-{-  iGABv'] 
=  8  A'p'  +  8  A=A'=p^  —  4  A^A'(3  MA'  —  4  A^p^  —  8  AM=A'p^  —  4  M^AT'p^; 
quindi  sommando  si  ha  : 
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8  [t'  +  2  »t(^t  +  5h)  +  (^AB  —  E)u'  +  ^pv(AT  _  4  5»)  +  i6ABv'] 
=  —  [M' iiT'  +  4  M' Kf-  (2  I  p^  +  A'=)]  =  8  M^  ;?:?=  t  —  M'  ii:> . 

Infine,  moltiplicando  per  p'  un  membro  e  l'altro,  e  dividendo  per  i6,  si  giungerà  nuo- 
vamente alla  equazione  del  nono  grado  di  Clebsch  (vedi  la  correzione  alla  Nota  II). 

2.  Dalla  relazione  [(36)  del  §  7  della  Memoria  di  Clebsch]  : 

n  =  m(;  +  0 
si  ottengono  le 
(io)      ^  ?  =  m(lO,         ?  =  C/i/). 

Supponiamo  ora  posto  nelle  u,  v,  p  le  /, ,    —  /,  in  luogo  di  .v,  ,   x,  ;    si  hanno  facil- 
mente le  relazioni  : 

■      in'  a  =  M  —  2  Lm  -\-  Km' , 

(11)  \    2  m'v  ^  ^  iir^ii  —  (i  — '«Op'> 

2mp  =  fUA-K-\-  Mm), 


\ 

ossia,  per  la  (6), 


2w;)  =  p(G  +  3^-f  wp^). 

Da  quest  ulnma  si  deduce  : 

2  in p  II  =  (<;-}-  3  J)  p  K  -|-  m  p'  u  , 

la  quale  moltiplicata  per  3  m'  dà,  per  la  seconda  delle  (11), 

2 '«' [3 /"' —  (ff  +  3^)^']  =  (ff+  3^)(i  -  '«')?'  +  3 '«'?'«• 

Ora,  se  nella  espressione 

(12)  (^+3^)(i  _,„.)  + 3  „,.„ 

poniamo  in  luogo  di  <7  e  di  k  i  loro  valori  (6),  (11),  trovasi  che  l'espressione  stessa 
non  è  che  il  primo  membro  della  (4),  e  quindi  per  ogni  valore  di  m  o  di  a  che  sod- 
disfi la  equazione  del  quarto  grado  si  avrà  : 

3  (/'  "  —  ^  ■^)  —  (7  f  =  0  , 
da  cui  l'equazione  del  12°  grado  di  Clebsch. 

Dalla  (12)  inoltre,  ponendo  come  alla  Nota  IV  g  -\-  ^A  =  k,  si  avrà  che  : 


3.  Dalle  formole  (9)  del  §  2  : 

ti'  ==  u  —  e,'  —  In  —  71  "^ 


'    2t;'  =  e(s-I)[(;  +  2r,)»-(;+r,)(;'  +  ^/,  +  r,^)], 
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deducesi  facilmente,  come  già  osservò  il  Clebsch  al  §  12,  che,  ponendo 

(.4)  ^■  =  iÌ^g  +  =,).      ,/  =  i(i:~i)«-,), 

3  j 

si  ha  : 

21;'  =  3  u'V  —  i"'  -f  •/•/', 

e  quindi  si  otterranno  una  nuova  equazione  del  quarto  grado  ad  invariante  quadratico 
nullo,  e  le  corrispondenti  equazioni  del  nono  e  del  dodicesimo  grado.  Indicando  con 
K',  L',  M',  p'.  A'  i  valori  delle  K,  L,  M,  p.  A,  nei  quali  alle  u,  l,  -/i,  si  sostituiscano 
le  «',  l'  ■!)',  si  avranno  per  la  prima  delle  (13)  e  le  (14)  le  seguenti  relazioni: 

3A-'  =  3f^-(/v  +  4L  +  4A/), 

SL'  =~^f-(K^L-2M), 

3Ai'=3P^-(A--2Ì:  +  i\i), 

A'  =^  -^^'  -\-  J  —  K  —  L  —  M . 
Sosdtuendo  questi  valori  nella  equazione  del  quarto  grado  analoga  alla  (4)  : 
m''  (p"  —  M')  +  4  in"'  (A''  —  A')— 6  L'  m"  -\-41n'  (M'  —  -^  p'^)  -f-  4  y^'  —  A'  =  0, 

vedesi  tosto  che,  ponendo 

m  4-  2  ■       /    ,  N^  N 

m   = ossia     (m   —  i  j(  '«  —  1)^1. 

m  —  I  ^  ^^  j        j  ■> 

si  passa  da  quest'ultima  alla  medesima  (4). 


APPENDICE. 

I.  Considerando  la  forma  del  sesto  ordine 

(i)  /=r=-»S 

evidentemente  i  covarianti  e  gli  invarianti  della  medesima  si  esprimeranno  per  mezzo 
di  funzioni  intere"|e  razionali  delle  forme  simultanee  corrispondenti  ad  u,  v.  Il  sig.  Cayley, 
come  ìI^Clebsch  nota  nella  introduzione  alla  sua  Memoria,  si  è  [nel  t.  IX  del  «  Quar- 
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terly  Journal»  (pag.  210)]  occupato  in  parte  di  questa  ricerca,  ed  è  giunto  ad  espri- 
mere i  valori  degli  invarianti  di  secondo,  quarto  e  sesto  grado  di  /  e  del  suo  discri- 
minante in  funzione  degli  invarianti  simultanei  denominati  da  noi  nella  Nota  I  con 
A,  B,  C,  E. 

Rispetto  al  discriminante  di  /  giunge  il  sig.  Cayley  ad  una  interessante  relazione, 
la  quale  colle  notazioni  adottate  nelle  Note  può  esprimersi  come  segue.  Si  indichi  con 
R  il  risultante  delle  due  forme  u,  v;  e  con  D  il  discriminante  della  forma  cubica 
ternaria  : 

F  =  xl  —  3  «  .V,  -[-  2  f  , 

e  perciò  (Nota  III)  D  =  f  —  s';  infine  con  A  il  discriminante  della  forma  /.  Questo 
evidentemente  conterrà  i  coefficienti  di  v  ad  un  grado  non  superiore  al  14°,  e  quelli 
di  ìi  ad  un  grado  non  superiore  al  18°;  e  si  avrà: 

(2)  1  =  ±R'.D. 

Il  sig.  Cayley  aggiunge  (1.  e,  pag.  219)  che  egli  pensa  possa  questo  risultato,  da  lui 
ottenuto  colla  ricerca  effettiva  dei  valori  di  A,  D,  R,  essere  stabilito  a  priori.  È  ciò  che 
intendiamo  qui  dimostrare  pel  caso  particolare  considerato  dal  sig.  Cayley,  non  senza 
osservare  però  che  la  proprietà  può  essere  generalizzata. 

Infatti,  siccome  il  discriminante  D  si  ottiene  dalla  eliminazione  dei  rapporti 
X  :  .V,  :  -v,  dalle  equazioni  : 

(3).   "J  F.  =  o,        F,  =  o,        ^3  =  0, 

ossia  dalle 

v^  —  n^  X,  =  o  ,         v^  —  u,  X,  =  0  ,         x'  —  M  ^  o  , 

potendosi  all'ultima  di  queste,  in  causa  della  F  =  o,  sostituire  la 

VX    —  /(^  ^  o  , 

la  eliminazione  della  .v.  dalle  prime  due  e  da  quest'ultima  condurrà  alle 

(4)  vv^  —  u^'u^  =  0,         v^v  —  u'u^  =:  0, 

dalle  quali  dovranno  eliminarsi  le  .v, ,  x^ .  Ma  queste  ultime  equazioni  non  sono  altro 
che  le 

(5)  /.  =  o,        À  =  o, 

avendo  /  il  valore  (i),  e  quindi  i  risultati  della  ehminazione  dalle  equazioni  (3)  e 
dalle  (5)  non  possono  che  differire  di  un  fattore.  Evidentemente  poi  questo  fattore 
non  può  essere  che  una  potenza  del  risultante  delle  due  forme  u,  v. 

Il  valore  di  i?  espresso  cogli  invarianti  simultanei  delle  forme  w,  v  t'A  seguente  : 
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R  =  2(E  —  iAB), 

ed  il  sig.  Cayley  adotta  nelle  sue  calcolazioni  l'invariante  R  in  luogo  di  E. 

Per  eliminare  le  x\  ,  x^  dalle  equazioni  (4)  si  osservi  dapprima  che,  le  equazioni 
stesse  essendo  soddisfatte  dalle  u^  =  o,  v^o,  il  risultante  dovrà  contenere  il  fattore  R^; 
l'altro  fattore  si  otterrà  dalla  eliminazione  delle  at,  ,  x^  da  una  di  esse  (4)  e  dalle 

ll^V^  —  u/>.\  =  z  ^  o  . 

Inoltre,  moltiplicando  le  stesse  (4)  la  prima  per  p^  la  seconda  per  p^  (essendo  p  come 
nella  Nota  I  un  covariante  lineare  simultaneo  delle  u,  v)  e  sottraendole,  si  ha  : 

ossia,  per  l'ultima  delle  relazioni  date  nella  Nota  I, 

no  —  u^ (j  -\-  z r  =^  o  . 

Adunque  si  otterrà  che  il  discriminante  A  risulterà  dal  prodotto  di  R'  pel  risul- 
tante delle  due  forme  cubiche  : 

à  =  o,         (ù  —  ug  =  o  , 

od  anche  pel  risultante  delle  due  forme  cubiche  : 

3  =z  o  ,  w  =  o  , 

essendo  iu  =  bì  —  2A^  —  qu  come  alla  Nota  IV  (equazione  1 0). 

Considerando  ora  le  3,  w  siccome  forme  del  terzo  ordine  in  p,  q  e  scrivendo  : 

^  =  F(ÌP,  q),         w  =  t>(p,  q), 

se  indicasi  con  A  la  forma  di  quarto  ordine  in  p,  q  : 

e  con  i,  j  gli  invarianti  della  medesima,  infine  con  y  l'invariante  simultaneo  : 

si  avrà,  come  è  noto,  per  l'altro  fattore  di  A  la  espressione  : 

i  —  -k'('- 

2.  I  covarianti  della  forma  /  sono  esprimibili,  come  si  è  noato  sopra,  in  funzione 
dei  covarianti  simultanei  delle  it,  v  ;  e  quindi  si  potranno  esprimere  come  polinomi  in 
p,  q  di  cui  i  coefficienti  sono  funzioni  degli  invarianti  A,  B,  C,  E.  Sceglieremo  a  con- 
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siderare  fra  questi  covarianti  i  due  seguenti  : 
i  valori  dei  quali,  posto 

V  =  ~(vm  —  n-f  -f-  16  Jv:3  —  iopu:z)  =  -^[vw  -f"  9  {^Av  —  pu):s\ , 
sono  : 

h  =  Uj  —  n:z\         f)=r/+2t;i', 
e   quindi  : 

4  /;'  +  e^  =  /[4  V'f-  +  (F=  —  12  uU'  ::'-)f  +  4  (t^  F  +  3  ;r  C7;3  +  :^')  3'] . 

Ora  dimostrasi  facilmente,  per  le  relazioni  stabilite  nella  Nota  I,  che  : 

vV^  3/r  [/;3+:3'  =  ^(co-f  GAz)j; 
e  sostituendo  : 

4/;'  +  6^=f  [4t/'/+  P—  i2«C7^;j^  +  -f(w  +  6^3)3']. 

Se  ora,  sviluppata  la  espressione  fra  parentesi  del  secondo  membro,  si  pone  in  luogo 
di  v''  la  /-)-«',  si  giunge  alla 

4/;'  +  0^=f(i:f +  M/+ÌV), 

essendo  L  un  invariante,  M,  N  covarianti   del    sesto    e    del    dodicesimo    ordine    della 
forma  /. 

[Pi.]. 


LXX. 

SULLE  CONDIZIONI  PER  LA  DECOMPOSIZIONE  DI  UNA  FORMA  CUBICA 
TERNARIA  IN  TRE  FATTORI  LINEARI 


Aiutali  di  JiTatf^matica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  VII  (1875-76),  pp.   i89.i92 


I .  È  noto  che  se  una  cubica  ternaria  è  decomponibile  in  tre  fattori  lineari  la  stessa 
proprietà  ha  luogo  per  l'hessiano  di  essa,  il  quale  eguaglia  il  prodotto  di  quei  tre  fat- 
tori lineari  per  un  coefficiente  costante. 

Il  sig.  Salmon  nel  suo  eccellente  libro  :  «  A  Treatise  on  the  hif^her  piane  Ciirves  » 
(2°  edizione,  pag.  190)  considerando  questo  caso,  osserva  che  per  la  suddetta  pro- 
prietà dell'hessiano  devono  i  coefficienti  delle  varie  potenze  e  prodotti  delle  variabili  di 
esso  essere  proporzionali  ai  corrispondenti  coefficienti  della  forma  data;  ottenendosi  cosi 
un  sistema  di  quarantacinque  equazioni,  che  in  realtà  deve  potersi  ridurre  ad  uno  com- 
posto di  sole  tre  equazioni. 

Scopo  di  questa  Nota  è  di  completare  in  questa  parte  le  ricerche  del  sig.  Salmon 
col  determinare  effettivamente  le  tre  equazioni,  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per  la 
decomposizione  di  una  forma  cubica  ternaria  in  tre  fattori  lineari. 

Supporremo  la  forma  cubica  ternaria  posta  sotto  la  forma  : 

P  (^, .  ^'^ .  -^'j)  =  ^\  —  3  «  ^-3  +  2  1' , 
nella  quale  u,  v  sono  due  forme  binarie  in  x^ ,  x^  quadratica  la  prima,  cubica  la  seconda. 
Assumendo  le  notazioni  o  denominazioni  delle  Note  I  e  III  da  me  aggiunte   alla 
Memoria  di  Clebsch  :  «  Sulla  teoria  delle  forme  binarie  del  sesto  ordine  e  la  triseiione  delle 
funzioni  ipcrellittiche  »  *)  si  ha  che  l'hessiano  della  forma  F  è 

H—  Ax\  —  2/).Vj  -f  {Ali  4-  2-)x^  -\-  2{Av  —  pii). 


*)  [LXIX:  tomo  II,  pp.  101-135  fpp.   102-10;,  110-112)]. 
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essendo 

Ora,  se  F  è  decomponibile  in  tre  fattori  lineari,  si  ha  identicamente  : 

(1)  H=^.F, 

essendo  p.  un  coefficiente  costante;  e  quindi  dal  confronto  dei  coefficienti  delle  mede- 
sime potenze  di  x,  si  avranno  le  relazioni  : 

A  =^  Y-  y        P  =  0  ,        Au  -\-  2-  ^  —  3  ,"•  "  j        ^  '"^'  —  pH  =^  y.v  . 

La  prima  e  la  seconda  di    queste    rendono    l'ultima    una    identità,    e    trasformano    la 

terza  nella 

(2)  ■    2  J  t(  4-  T  =  o . 

Le  condizioni  quindi  per  la  sussistenza  della  equazione  (i)  sarebbero  quest'ultima  e  la 
p  =  o,  ma  osservando  essere  in  generale  (t  x')^  =  0,  riesce  evidente  che  la  /)  =  o  non 
è  che  una  conseguenza  della  (2),  e  quindi  che  la  condizione  richiesta  è  l'annullarsi 
identicamente  della  espressione  di  secondo  ordine  2  Au  -{-  ~.  Si  hanno  cioè  effettiva- 
mente tre  condizioni,  le  quali  risultano  dall' eguagliare  a  zero  i  coefficienti  del  primo 
membro  della  equazione  (2). 

Se  non  che  possiamo  a  queste  tre  condizioni  sostituirne  altre  più  opportune.  In- 
fatti, essendo  2  A  u  -\-  t  ^  o,  si  hanno  tosto  per  gli  invarianti 

i  valori  : 

B^  —  2A\         C  =  4A> , 

ed  essendo  ^  =  0,  si  ha  l'invariante  E=(upy=:o. 
Possiamo  così  enunciare  il  seguente  teorema  : 
Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  la  forma  cubica  ternaria  generale: 

F  =  x'^  —  3  M  Xj  -|-  2 1» 

sia  il  prodotto  di  tre  fattori  lineari,  sono  le  tre  seguenti  : 

B  =  —  2A'-,         C  =  ^A'',        E  =  o, 

essendo  A,  B,  C,  E  invarianti  simultanei  delle  forme  u,  v. 

2.  Pei  valori  superiori  degli  invarianti  B,  C,  E,  le  espressioni  degli  invarianti  s,  t 
della  forma  cubica  E,  cioè  : 

i  =  4(^'  — 4^),         t=z —  ^{A' -\-  IO  AB  —  2C  — ^E) 
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diventano  : 

e  quindi  sarà  nullo  il  discriminante  s'  —  /'  della  medesima.  Da    queste    ultime    si    ha 
evidentemente  : 

et        6s 

e  quindi,  essendo  y.  =  ^,  per  la  (i)  si  avranno  le 

s'F—6tH=o,        tF-6sH=o     *). 

Rammentando  inoltre  che  pel  covariante  oj  =  (v  ~)  si  ha  in  generale  : 

si  avri,  per  le  2  Au  -\-  r  =  o,  C  ^  4.  A',  la 

fc)''  =  C{ti'  —  V'), 


Vogliamo  ora  dimostrare  che  i  fattori  del  secondo  membro  di  quest'ultima  equazione, 
od  in  generale  la  espressione  : 

?  ^  '^  i  -F==> 


è  il  cubo  di  una  funzione  lineare  delle  .v, ,  .v^ .  Infatti,  formando  l'hessiano  della  forma 
9  si  ottiene  : 


*)  È  noto  che,  essendo  f(x,,  x,  )  una  forma  binaria  biquadratica,  se  essa  è  eguale  al  quadrato 
di  una  forma  del  secondo  ordine,  indicando  con  h  l'hessiano  della  medesima,  si  ha,  analogamente 
all'equazione  (i)  superiore,  h  ■=  ixf,  essendo  u.  costante.  [Vedi:  LXIX,  Nota  II  (pp.  105-110)]. 
Se  quindi  si  fanno  coesistere  insieme  le  equazioni  di  una  ternaria  biquadratica  o  di  una  curva  del 
quarto  ordine  e  quella  di  una  retta;  oppure  le  equazioni  di  una  quaternaria  cubica  o  di  una  superfìcie 
del  terzo  ordine  e  quella  di  un  piano;  e  si  suppone  che  le  forme  risultanti  (binaria  nel  primo  caso, 
ternaria  nel  secondo)  abbiano  la  proprietà  analitica  qui  considerata,  per  le  quali  in  amendue  i  casi 
l'hessiano  è  proporzionale  alla  forma  stessa,  si  avrà  che  questa  condizione  o  le  altre  che  se  ne  dedu- 
cono sono  le  condizioni  perchè  la  retta,  nel  primo  caso,  sia  tangente  doppia  della  curva  del  quarto 
ordine,  ed  il  piano  nel  secondo  sia  piano  tritangente  alla  superficie.  Da  questa  prima  analogia  altre  ne 
derivano  assai  importanti  che  formeranno  argomento  di  uno  speciale  lavoro. 
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ed  essendo,  in  generale, 

(o)  vy  =  o  ,         (w  w)*  =  C  T  , 

si  avrà  (9  <p)"  =  o  identicamente,  come  si  è  annunciato.  Ciò  posto,  indicando  con  /,  in 
le  espressioni  : 


si  hanno  le 

/  in  :=  Il  ,         ^'  -\-  '"'  ^=  2V 

e  la  espressione  della  cubica  ternaria  F  può  scriversi  : 

ossia 

F  =  (-v,  +  ?  +  »0(-v,  +  -^^z  +  --'"OG^  +  «^^  +  «^^"O, 

nella  quale  e  è  una  radice  cubica  immaginaria  dell'unità.  Così  si  è    anche    ottenuta    la 
decomposizione  della  forma  cubica  ternaria  nei  suoi  fattori  lineari. 

Possiamo  infine  per  le  cose  sovraesposte  enunciare  il  seguente  teorema  : 
Sia  V  una  forma  binaria  del  ter^o  ordine,  t  =  (z^  vy  il  suo  hessiatio,  C  =  -^  (t  t)* 
il  suo  discriminante;  la  espressione  più  generale  di  una  forma  cubica  ternaria  decomponi- 
bile in  tre  fattori  lineari  è  la  seguente  : 

F  =  xl  +  3— ^-^'3  +  2^. 

Vie 

[Pi.]. 


LXXI. 
STUDI  ANALITICI  SULLE  CURVE  DEL  QUARTO  ORDINE. 


Annali  di  Xatematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  VII  (1875.76),  pp.  202-216. 


Sono  nod  i  lavori  di  Hesse,  di  Aronhold,  di  S.\l.\ion,  di  Clebsch,  di  Geiser  *), 
sulle  curve  del  quarto  ordine,  e  di  essi  faremo  menzione  più  avanti  allorquando  i  nostri 
studi  si  incontreranno  con  quelle  ricerche.  Il  nostro  punto  di  vista  è  un  po'  differente, 
giacché  non  è  tanto  alle  proprietà  geometriche  della  curva  del  quarto  ordine  che  si 
rivolge  la  nostra  attenzione,  quanto  alle  proprietà  delle  forme  ternarie  biquadratiche 
che  eguagliate  a  zero  rappresentano  le  curve  stesse. 

I.  Sieno  X,,  x^,  Xj  le  coordinate  di  un  punto  di  una  curva  del  quarto  ordine; 
esprimeremo  la  equazione  di  essa  eguagliando  a  zero  la  forma  ternaria  quartica  : 

(i)  f  (.V.,  .V,,  x;)  =  ax]  +  6  yx:  +  4  ^v^  +  a  , 

nella  quale  a  è  costante,  e  le  y,  p,  a  sono  forme  binarie   degli    ordini    2,  3,  4    nelle 
a;,  ,  .v^.  I  covarianti  della  quartica  F  saranno  evidentemente  polinomi  in    x, ,    di  cui  i 


*)  Hesse,  Ueber  Dcterminanten  und  ihre  Anivcniung  in  dcr  Gecnutrie,  inshesondcre  aiif  Curven 
vierter  Ordnung  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XLIX  (1855),  pp.  243-264]; 
Aronhold,  Ueber  dm  gegunseiligen  Ziisamminhang  der  2&  DoppeltangenUn  einer  allgemeinen  Curve 
vierten  Grada  [Monatsberichte  der  K.  Akademie  zu  Berlin,  1864,  pag  499];  Salmok,  A  Treatise  on 
the  liigher  piane  Ciirves,  Second  Edirion,  pag.  206  ;  Clebsch,  Ueber  Curven  vierter  Ordnung  [Journal 
fur  die  reine  und  angewandte  Mathemank,  t.  LIX  (i86i),  pp.  125-145];  Geiser,  Ueber  die  Doppeì- 
tangenten  einer  ebenen  Curve  vierten  Crades  [Mathematische  Annalen,  t.  I  (1868-69),  PP-   129-138]. 
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coefficienti  saranno  funzioni  intere  e  razionali  di  a,  delle  y»  f^,  *>  «^  bielle  forme  simul- 
tanee di  queste  tre  forme  binarie.  Analogamente,  gli  invarianti  di  F   saranno  funzioni 

intere  e  razionali  di  a  e  degli  invarianti  simultanei  delle  forme  binarie  y,  fi,  a. 
Sia 

^■^.  +  ^.-•^■.  +  ^5^';  =  0 
l'equazione  di  una  retta;  eliminando  da  questa  e  dalla  F  =  o  una  delle  coordinate,  per 
esempio  la  .v, ,  si  ottiene  la 

vale  a  dire  una  forma ./  binaria  del  quarto  ordine,  i  coefficienti  della  quale   sono   del 
quarto  grado  nelle  e,,  c,^,  e,,. 
Sia^ 

?  =  4-c/-/)%     '^  =  (/?)>     -  =  -fc//)s     -  =  fc/?y 

il  sistema  di  forme  corrispondenti  alla  biquadratica  /.  Le  espressioni  e,  t  sono,  come 
è  noto,  contravarianti  della  forma  ternaria  quarrica  F(x, ,  x^,  x.);  e  fra  la  forma  /, 
i  covarianti  (p,  i  e  gli  invarianti  <7,  -  di  essa,  ha  luogo  la  relazione  identica  : 

(2)  t/'  =  ^9/-4  9'-4.:\ 

Se  nei  covarianti  9,  'l  si  sosdtuiscono  alle  .v_ ,  x,  le  ;^,  — ^,,  si  ottengono  le  espres- 
sioni [LXIX,  Nota  II  (pp.  105-110)]: 

/      9^^/;J;_2(a?)?,  +  ay-^^% 

(3)  2Ò„  =  -2(»c^)^;H-3[«(^^^y-2lì/;]'::-3[-(='-T)-2Ka^^)];, 
(  -1-2^^'  —  3xfiy 

moltiplicate  per  potenze  di  e    e  nelle  quali   /;^^(aay;  inoltre  si  ha  : 

(4)  -=-f(^'-y;:-4(--^^y';;+6[(ayy-c^?)ic!-i2(y^^)H^-i-«.-i-3y% 

dai  quali  valori  e  dalla  equazione  identica  (2)  si  deduce  il  valore  di  t. 

2.  La  equazione  : 

/(-v.  ,  xj  =  0 

può  avere  le  quattro  radici  eguali,  oppure  tre  radici  eguali,  od  in  fine  due    coppie    di 

radici  eguali.  Nel  primo  caso  il  covariante  9  è  identicamente  eguale  a  zero,  e  si  avranno 

così  le  equazioni  : 

0^  =  o  ,         ^p  =z  o 

per  la  determinazione  dei  rapporti  delle  ;,  ,  ;, ,  ;. .    Nel    secondo,    corrispondente    ai 
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punti  di  flesso  della  curva  del  quarto  ordine,  saranno  : 
(7  =  0,         T  ^  o; 

finalmente  nell'ultimo,  che  corrisponde  al  problema  delle  tangenti  doppie,  si  avrà  : 

essendo  [j.  una  costante.  Questa  relazione  dà  in  primo  luogo  (|/  identicamente  eguale  a 

zero,  e  quindi  : 

(5)  ^0  =  0; 

inoltre  si  hanno  le 

(/?y  =  !-(//)%    (/?y  =  .-a/)s 

od  osservando  essere  (/o)"  :=  -^  '^f>  ^"^ 

e/  ^  1 2  a  ip  ,         3  T  =  2  jU.  e  . 

Sostituendo  il  valore  di  ja  dato  da  quest'ultima  nella  precedente    e    nella    9  =  [i.f,    si 
ottengono  le  due  seguenti  : 

(é)  c7-i8t9  =  o,         2^9-3t/=o, 

dalle  quah  : 

c'  _  27  T=  =  o  . 

Le  equazioni  (6)  sussistendo  identicamente,  si  potrà  porre  nelle  medesime  E,,  — l^  in 
luogo  di  .V,  ,  -Vj  e  si  avranno  le 

(7)  '^"='-  i8t9^=:0,  2C7(p^  — 3Ta=o, 

dalle  quali  eliminando  -  si  otterrà  la 

<7x'  —  120^  =  o. 

Possiamo  cosi  enunciare  il  seguente  teorema  : 

Le  tangenti  doppie  di  una  curva  del  quarto  ordine  sono  insieme  tangenti  comuni  a 
due  curve  : 

(8)  '^^  =  0,         nx^ — i2cp^  =  o, 

la  prima  della  nona  classe,  la  seconda  della  dodicesima. 

Clebsch,  nella  sua  Memoria  :  <(  Ueher  symbolische  Darstellung  algebraischer  Formen 
[Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LIX  (1861),  pp.  1-62  (p.  52)], 
ha  dimostrato  un  teorema  analogo  al  superiore,  sostituendo  a  quelle  due  curve  speciali 
un  sistema  di  curve  della  decima  classe  che  può  dedursi  dalla  seconda  delle  (7).  Ma  le 
superiori  sono,  fra  le  varie  della  stessa  specie,  quelle  nelle  quali  è  meno  alto  il  grado 
della  l,  e  perciò  le  più  opportune    nelle    ricerche    che    esigono    la    eliminazione    della 
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3.  Supponiamo  dapprima  nella  espressione  (i): 

J  =z  V  ,  p=:0,  ce  =  u  . 

La  equazione  della  curva  del  quarto  ordine,  che  consideriamo  dapprima,  sarà  la 

(9)  ^  (^'i  )  ^2  )  ^'j)  =  ^  -Vj  +  6  x;  .v^  -f-  "  =  o  , 

essendo  v,  ti  forme  binarie  in  x, ,  x^ ,  quadratica  la  prima,  biquadratica  la  seconda. 

Le  forme  simultanee  indipendenti  del  sistema  u,  v  sono,  come  è  noto,  in  numero 
di  diciotto,  e  cioè  un  covariante  di  sesto  ordine,  cinque  covarianti  di  quarto  ordine,  sei 
covarianti  di  secondo  ordine  e  sei  invarianti.  Abbiamo  creduto  opportuno  di  assumere 
come  forme  principali  del  sistema  le  seguenti  : 

Ordine  rispetto   /(,      V,      X 


v(««y 

=  h 

(;(/;) 

=  s 

-^(nuy 

=  i 

-^{uhy 

=  ;■ 

^(vvy 

=  k 

(nv) 

=    (0 

(/;iO 

=  3 

(gvy 

=  ? 

(uvy 

=  u 

(il  wy 

=  1 

(wt) 

=  / 

(iv) 

=  m 

(vuO 

=  « 

{vwy 

=  / 

0,       I,      2 

2,       0,      4 

5.     o.     6 


-^(wwy  =  ^(vty  =  /. 


3,  2,  2 

2,  2,  2 

I,  2,  2 

1,  2,  o 

2,  2,  0 
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ed  infine  l'invariante  : 


■^11  '^12  '^2J 

^11  ^'12  ^2 

h,  '.2  '22 

Quest'ultimo  invariante  è  gobbo,  e  lo  sono  anche  le  forme  g,  w,  Sr,  /,  ni,  n. 

I  quadrati  ed  i  prodotti  di  covarianti  gobbi  potendo  esprimersi  in  funzione  intera 
e  razionale  degli  altri,  si  avrà  il  primo  gruppo  di  relazioni  : 

/      4/  =  —  4/;!  -|-i/;,r  — /»!, 

do")  l       w^  =^  uvw  —  ha'  —  hv' , 

i 

\   1 2  s''  :=  3  /;  /  v  —  ihv"  —  3  ;■  (/  v"  —  12  kb' , 

/  ^  giM  ^  2bmi'  -\-  ì  ir  V  —  ir  t  —  4  /r  t' , 

(11)  ì    4gz  =  ju'v  —  hut-{-  2lrzi', 

\   ^bjs  =  nvt  -\-  2  h  V  w  —  ;  /(  v'  —  4  À-  /j  u  . 
Cosi,  osservando  essere 

■^{tty  =  U  +  ii,      (iviy  =  ii  +  4jk, 

si  hanno  pei  quadrati  e  prodotti  dei  covarianti  quadratici  /,  in,  n  il  secondo  gruppo  : 
I     P  =  0'/  +  4jk)wl-  {ij  +  ;/)ur  -  Jf  , 

(12)  I   ,ir  =  2}vt-ke  -{ij-irjl)v-, 
\    n^  =  Ivw  —  Jv'  —  kw' , 

/  2  imi  =  (il  -f  4Jk)v'  —  Ivi  —  2  Jvw  -\-  2ktw  , 

(13)  2nì  —  2  J{tu-  -\-  tv)  —  {il  -\-  4Jk)vw  —  Itw  , 

\    2lm  =  le  —  {il  -[-4jk)vt  +  2  07  +  jl)vw  —  2jtw. 
Infine,  moldplicando  G  pel  determinante  : 

■^22        —  2 '^12        ^I. 

^22     — 2  zf  ,2     w,,     =  2  G  . 
t„       —  2t„      i. 
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si  Ottiene  la 

2k  I  2  / 

G'  =  ~    I  2/  iI-{-4Jk 

2/    f/+47/^     2  07  +  //) 
dalla  quale  : 

(14)  G'k  =  JC—B\ 
posto 

(ij)      A  =  ^kJ-F,      B  =  IJ-,U-^k'j,       C  =  kii}  +  jI)-J\ 

Dai  valori  di  v,  w,  t  deduceiido  quelli  di  .vj ,  x^  x^ ,  x\  e  sostituendoli  nelle  forme 
quadratiche  /,  in,  n  si  ottengono  per  queste  ultime  i  valori  seguenti  : 

/    2GÌ^{Ai'  —  ^Ci^  4,Bj)v-{-  2Ajw  -  {Ai  —  ^Qi, 
(16)  ì  2  G  in  =z  2  A  j  V  -j-  4  Cw  -\-  2  E  t , 

\  2Gn  =  —  (Ai  —  4C)f  +  2Bu'-\-  At. 
Analogamente  si  otterranno  le 

G'u  =  —  (Ai  —  4C)jv'  +  (Aj  4-  Bi)w'  +  Bl'  -\-4Cwt 

-{-  2Ajtv-\-4Bjvzi', 
G'b^  Af  V-  +  (Bj  +  Ci) w'  -\-Ce  +  (Aj  -\-  B i) w t 
-\-  2  Bjtv  -\-  4CJVW  , 
alle  quali  devesi  aggiungere  la  equazione  identica  : 

(^Ai'  —  4Ci-\-  4Bj)v'-\-4Cw'  -\^  Ae-\-  4Bwt  —  2(Ai  —  4C)tv-\-4Ajvw  —  o, 
ossia  la 
(18)  Iv  -\-  niw  -\-  ni  ^  o  . 

Le  equazioni  (17),  (iS)  danno  facilmente  le  tre  relazioni: 

/  la  -\-  4kh  =^  w""  —  iv'  -\-  2vt , 

(15)  I  Ju  +  lh=jv-  +  wt, 

\  (//  +  4  ^-y)"  +  4  //■'  =  JW''  +  ''  +  4/'^'^  . 

già  da  noi  fatte  conoscere  alcuni  anni  sono  nella  breve  Nota  :  «  Les  tangentes  doubles 
à  une  courbe  du  qualrieine  ordre  avec  un  poinl  doublé»  [Matheinatische  Annalen,  t.  IV 
(1871),  pp.  95-98]. 

Infine,  indicando  con  A  il  discriminante  simultaneo  od    il   risultante    deUe    torme 
M,  V  si  ha  : 
(20)  X  =  r-  -  iGk(J  -ki). 
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4.  Adottando  le  denominazioni  del  n°  antecedente  si  hanno  cosi  per  le  (3),  (4)  : 


■  i  !^*  -{-  6  lu  c,^.  -{-  a  11  -\-  ^  V 

per  le  quali  e  per  la  relazione  (2)  : 

(22)      T  =  ;;^  4-  (3  /  —  2  iv)ll  -f-  (ab  —  3  vw  +  9  ku)l',  +  i'(rt;/  —  v'). 

Le  espressioni  <7,  t  sono  contravarianti  quartico  e  sestico  della  forma  F  (9)  del  quarto 
ordine,  già  calcolati  dal  sig.  Salmon  e  dal  P.  Joubert  *),  ed  è  confrontando  le  espres- 
sioni stesse  con  quelle  date  da  questi  Autori  che  si  può  formare  un  giusto  criterio 
della  molta  opportunità  di  far  dipendere  la  ricerca  dei  covarianti  e  degli  invarianti  di 
una  forma  ternaria  dalle  forme  simultanee  di  forme  binarie. 
Il  valore  del  covariante  di  Hesse  è  il  seguente  : 

H  ^=  akx^,  -{-  (aiu  —  3  />  f ) x*  -\-  (a h  -{-  4  k ti  —  3  v lu)  x',  -\-  bv  , 

sul  quale  operando  col  contravariante  5,  si  ottiene  un  primo  covariante  quadratico  del 
quinto  grado,  cioè  : 

Cosi  operando  colla  forma  F  sul  contravariante  t,  si  ha  un  contravariante  quadratico 
del  quarto  grado  : 

P  =  (3  rt;  -|-  5  /  —  ^0;!  +  (ai  —  3  I)v  -{- 8  kiu -^  2  at , 

nel  quale  le  v,  w,  t  sono  funzioni  delle  c,^,  l^.  Infine,  operando  col  contravariante  P 
sulla  forma  F,  si  ha  un  secondo  covariante  quadratico  del  quinto  grado  : 

JV=[3.T^y  +  .r(9/+*0  +  2n].v!  +  (7«/+5/-/^0^'+3(«'-^^'  +  8A-/. 

Dai  due  covarianti  quadratici  L,  N   possiamo    dedurne    un    terzo   assai    semplice,   che 
sostituiremo  ad  uno  di  essi,  ed  è  il  seguente  : 

1  =  -L(^^L  —  N)  =  k(ai  —  I)xl  +  (aj  —  ki  —  J)v  -\-2kt. 

Questo  covariante  quadratico  ha  una  speciale  importanza  geometrica  nelle  ricerche   in- 
torno ad  una  classe  di  curve  del  quarto  ordine  già  considerate  da  Clebsch  e  che  forma 


*)  Joubert,  Sur  la  théorie  algébrique  dcs  formes  homogines  iu  qiiatrihw    degré    à    trois    iiidéter- 
minées  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVI(i865^,  pp.  1045,  1088,  1123]. 
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soggetto  di  una  interessantissima  Memoria  del  sig.  Luroth  *).  Per  questa  classe  di 
curve,  di  cui  la  proprietà  caratteristica  consiste  nel  ridursi  della  forma  F  alla  somma 
di  cinque  quarte  potenze,  deve  essere  nullo  l'invariante  di  sesto  grado  della  forma  F 
medesima  dato  dal  determinante  sestuplo  : 


^'... 

^■.. 

F„; 

^■.. 

f„. 

F, 

F.., 

F... 

f=. 

P2.. 

^"3 

F, 

F3., 

f... 

F... 

F,-,^ 

F... 

F. 

£  = 

f,., 

P.^ 

F., 

f,.. 

F,., 

F, 

^3.. 

f.,. 

^3.3 

f-.. 

F.^. 

F. 

f,,, 

P,.. 

f„, 

^\a= 

f„. 

F, 

i  cui  il  valore  è 

F=/,(a;  +  À-;-/). 

Se  F=o,  dovrà  essere  aj  =  J  —  ki  ed  il  covariante  1  riducesi  per  quella   classe   di 

curve  al  seguente  : 

l  =  k[iai-I)x:-2Ìtv-0] 

e  le  cinque  rette  J^,  J,,  A.,  A^,  A, ,  le  quali  danno 

sono  tangenti  alla  conica  1  =:  0  od  alla 

K  =  (ai  —  1) x:  —  2  {iv  —  /)  =  o. 
Dal  determinante  E  possiamo  dedurre  un   contravariante  del    quarto    ordine    che 


può  esprimersi  colla 


£„.„.  = 


dE 


Ora  il  valore  di  questo  contravariante  essendo 


supposto  essere  ^^„,^  —  >  p 

li  =  kjl]  4-  [Ot;  +  2  À-j-  -  J)v  -  kt]l:  +  k(iab  -\-ku-  l'U') 


otterrà  facilmente,  per  le  formole  (15)  del  n"  3,  che 

iìkj  =  k'\jl:-\-  ^{iv  -  t)J  +  £(;!•;:  +  kh)  , 
quindi  per  le  curve  per  le  quali  F  =  o  la  curva  il  =:  o  della  quarta  classe   riducesi 


*)  LùROTH,  Einige  EigenschafUn  einer  gcwisscn  Cattung 
matische  Anualen,  t.  I  (1868-69),  pp.  37-53]- 


Curvai  vkrUr   Ordnung   [Mathe- 
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alla  conica  ripetuta  : 

ossia  alla  K^o,  essendo  la  equazione  superiore  quella  della  conica  K  espressa  in  coor- 
dinate lineari. 

Infine,  il  covariante  5  del  quarto  ordine  che  si  ottiene  dalla  polare  cubica  della 
forma  F,  il  quale  dà  la  curva  5  =  0  che  passa  pei  punti  di  intersezione  delle  cinque 
rette  A^,  A^,  A, ,  A^ ,'  J.  ,  ha  il  valore  : 

5  =  4  Fx]  —  2  [a(iv  —  0  +  2  À-u'].v!  +  !'v'  +  w'  —  In  , 
ed  il  covariante   T  del  sesto  ordine  il  seguente  : 

T  =  Sk-' .x'.  -f  2  ja [(5  À- i  -  2 /) z'-j-2l zu  —  5  /e ;]  -  6 ir w] xt 

+  {aXih  —  jii)  +  3  rt(2  //(  —  iviu  —  ivi)  +  3  /.•//(  -f-  24  Irh  +  3(/  —  kiju'  —  3  Ivw]  x^ 

—  u''-\-  ^iv-iv  —  /((q/t'-f-  2kiv  —  Iw  —  2kl)  . 

5.  Le  equazioni  delle  due  cur%-e  (8)  saranno  in  questo  caso  : 
\  ;,(.;: +  -f«a>)  =  o, 

ì  (1  ir  —  1 2  ir)  ;^  -f-  6  M  (m  tu  —  jfh  v)  ^-{-  ir{aii  —  9  v-)  =  o  . 

La  prima  di  esse  è  evidentemente  soddisfatta  eguagliando  a  zero    l'uno    o    l'altro    dei 
fattori  del  suo  primo  membro,  ossia  dalle 

;.  =  0,         ^;=-]-4-Mco  =  0. 

Nel  primo  caso,  la  seconda  equazione  (23)  dà 

au  —  9  l»^  =:  o  , 

ossia  la  equazione  biquadratica  dalla  quale  si  dedurranno  i  valori  del  rapporto  e,  :  ?,  cor- 
rispondenti alle  quattro  tangenti  doppie  che  passano  pel  punto  x, ,  x^ . 

Nel  secondo  caso,  eliminando  ^  e  sostituendo  per  g\  goì,  o>-  i  valori  dati  dalle 
relazioni  (10),  (11),  giungesi  ad  una  equazione  di\'isibile  pel  fattore  u\  equazione  che 
per  mezzo  delle  prime  due  (19)  riducesi  alla 

(24)  9[(/  —  ki)H'  —  Ih  ir  +  4  k  ir  li]  —  a(^h'  —  ihu^  -j-/»')  =  o. 

Supponiamo  dapprima  a  ^  0  ;  l'equazione  è  nuovamente  divisibile  per  a  e  si  ha  l'equa- 
zione dell'ottavo  grado  : 

(/  —  k ì) ir  —  Ihu  -\-  ^kìr  :=  o 


(23) 
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decomponibile  evidentemente  nelle  due  del  quarto  grado  : 

(25)  Eli  — ^kh=:o,        Dii  —  4kh^o, 
posto 

(26)  £  =  4-(7-l^),        D  =  4-(/+fI), 
avendo  A  il  valore  (20). 

La  ricerca  delle  tangenti  doppie  ad  una  cur\-a  del  quarto  ordine  con  un  punto 
doppio  dipende  quindi  dalla  risoluzione  di  due  equazioni  del  quarto  grado  (25),  come 
abbiamo  già  dimostrato  in  altro  modo  nella  Nota  sopracitata.  Ottenuti  i  valori  del  rap- 
porto delle  E,  ,  Ej  dalle  equazioni  stesse,  la  prima  delle  (23)  darà  il  valore  di  H,.  Nel 
caso  particolare,  osservando  che,  per  la  prima  delle  (25),  le  (io),  (11)  danno  le 

E''g'  =  Mh\        E'goi  =  [(^k'i  —  E')v  +  2  Ekw  —  ^rt\h\ 
nelle  quali 

M  =  — F  +  4/r/£—  16  À-';, 

si  otterrà  la  relazione  seguente  : 

(27)  me;  +  é  /r[(4  ¥i  —  E')v  +  2  Ekw  —  ^¥i\  =  o. 
Se  a  non  eguale  a  zero,  introducendo  un'altra  incognita  7^  col  porre 

/; 


la  equazione  (24)  decomponesi  evidentemente  in  una  biquadratica  : 

(28)  ^ti  +  /;  =  0 
e  nella  cubica  : 

(29)  4«^'  +  ì(>^<'  +  {9^  —  ai):i—(aj  -^^ki  —  9 /)  =  0  , 

dalle  quali  si  otterranno  i  valori  del  rapporto  delle  e, ,  c^ ,  mentre  i  valori  deUa  q.  sa- 
ranno dati  dalla  prima  delle  (23)  moltiplicata  per  g  e  trasformata  poi  coll'aiuto  delle 
(io),  (II)  e  (28): 

(4^  —  J^:  — ;)E!  =  -f(4t':^'+  2w:i-\-t  —  iv), 
ossia,  per  la  (29),  dalla 

(^kl^  +  Il+J-  ki)l\  =  -  -^(4  V-^'  +  2^-^  +  /  -  /f)  , 

od  anche,  indicando  con  o  la  forma  quadratica  in  x,  ,  ,v^ 

o  ^  j^v:;^  -{-  2ii':^-\-  t  —  iv , 
dalla  seguente  : 

(30)  (^^y^;  =  _-f_o. 
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Possiamo  cosi  enunciare  il  teorema  : 

La  ricerca  delle  tangenti  doppie  di  una  curva  del  quarto  ordine  rappresentabile  per 
me'{:^o  della  equa:^ione  : 

F  =:  ax*  -\-  6  V  -v:  -|-  !i  =  o  , 

nella  quale  v,  u  sono  forme  binarie  di  secondo  e  quarto  ordine,  dipende  dalla  risolutone 
di  equazioni  cubiche  e  biquadratiche. 

Nel  caso  in  cui  a  ^  o,  vale  a  dire  se  la  quartica  ha  un  punto  doppio,  la  ricerca 
delle  tangenti  doppie  non  richiede  che  la  risoluzione  di  una  biquadratica. 

La  equazione  cubica  (29)  ha  una  proprietà  assai  interessante,  la  quale  veniamo  a 
stabiEre.  Rammentiamo  essersi  dimostrato  più  addietro  che  le  quattro  tangenti  doppie 
passanti  pel  punto  .\\  ,  x^  si  ottengono  dalla  risoluzione  della  equazione  : 

(31)  an—9v'  =  o. 

Ora,  se  indichiamo  con  g^,  g.  gB  invarianti  quadratico  e  cubico  della  torma  biquadra- 
tica primo  membro  di  questa  equazione,  si  trovano  le 

i    g^  =  a{ai  —  9/)-}-  108 /c% 

"'  /  g.,  =  a-(aj  +  9ki-9J)-  ^  ah{ai  -  9  1)  -  2i(>k\ 

pei  quali  valori  la  (29),  moltiplicata  per  a^,  può  scriversi  : 

4  GK  +  3  ^y  -  g^i^^  <  +  3  ^0  —  ^^i  =  o  . 
o  ponendo 

la  (29)  trasformasi  nella 

(33)  Aj''  -g^y  -  g,  =  o, 

ossia  nella  nota  risolvente  della  equazione  di  quarto  grado  (31).  Ciò  posto,  indicando 
con  p,  q,  r,  s  quattro  funzioni  lineari,  cioè  p  ^  p,l^  — P,^i>  ecc.,  e  ponendo 

(34)  au-9v'=pqrs, 

si  hanno  per  le  radici  )\  ,  y^,  j,  della  equazione  (^^)  i  seguenti  valori: 
)\^-h[(psKlO  +  (pr)iqs)], 

(35)  ^.y.  =  ÌT[(P'lXrs)  +  (ps)irq)], 
[  y,=--Ì7[(prKs'Ù  +  (P']Xsr)]. 

Si  ha  cosi  il  teorema  : 

5t;  si  indicano  con  p^=^p^x^-\-p^x^=^o,  9  =  0,  r  =  o,  5  =  0  le  equazioni  delle 
quattro  tangenti  doppie  passanti  pel  punto  x^ ,  x^,   i   valori    del    rapporto    dei  parametri 
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^,  ,  ;^  delle  altre  24  bilangenti  si  otienanno  risolvendo  le  tre  equazioni  biquadratiche: 

(36)  {y-  ^h^n-irah^o, 

che  risultano  dal  porre  nella  supcriore  per  y  le  j, ,  y^,  y.  date  dalle  (35). 
Dalla  equazione  (34)  deducendosi  la 

a  H  :=  9  x'^  -j-  ^  g  r  5  , 
si  hanno,  rammentando  essere 

w  =  (il  t')" ,         (■;=(/(  wy  , 
le  relazioni  seguenti  : 

aw  =  12  kv  -\-  -^V , 

a't  =  9alv  —  j2  k' v-\-kV-{--^rs [v,  V^^  — -^(p qY  ^,,] 
+  ^sq[y,  V^^  -  ^{pry  Fj  +  ^qr[y.^  V^,  -  ^{psj  F  J 

essendo  : 

y^rsV^^-^sqV^^^qrV^^^pq\\^^prV^^^ps\\, 

Per  queste  relazioni  la  forma  quadratica 

9  =  4  z'^"  -|~  2  U';^  -|~  ^  —  '^'  > 
in  cui  pongasi  x^  =^ —  e  per  y  le  }',  ,  y, ,  y, ,  dà  luogo  alle  seguenti  tre  espres- 
sioni : 

1       «^?.  =  (4;':  - g>  +  -^rs [y,  r,  -J-(pqyr^:] 

+  ~pqb'^r,-^i>syr^;], 
I       ^'?.  =  Uyì  -  .O^'  -\-^sq[y,  r^.  -  iOry  rj 

«^9,  =  (4  v!  -  gù^'  +  ^?'-  [v,  ^,,  --^(psy  F  .] 

dalle  quali  si  deducono  facilmente  la 

(38)     a^(or^y  =  2 kUy]  -  .j  +  y,  T,^  F,  -  -^(pqy  F;^  -  4-(rO=  f;, 
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e  le  analoghe,  e  quindi  per  la  equazione  (30)  il  valore  di  ^^  in  funzione  delle  ^,,  ^^, 
dei  coefficienti  della  v  e  ài  quelli  delle  p,  q,  r,  s.  Notiamo  che,  essendo 

y,  f^n  frs  +  y.  v,r  V.,  +  y,  v,.  V,r  =  2  kg^  , 

se  indichiamo  con  R  la  espressione  : 

R  =  (pqy  n  +  (rsy  r;,  +  (pry  p  +  (5^)^  v;^  +  ipsy  r;^  +  (gry  v;^ , 

si  ottiene  la 

(39)  i?  =  -  8  «^  [(?.  vy  +  (9,  t-)^  +  (?,  vy] . 

Rimane  a  considerarsi  la  equazione  :^a-^h=zo,  dalla  quale  dobbiamo  dedurre  i  valori 
del  rapporto  delle  ^_ ,  l^.  Rammentiamo  anzitutto  che,  indicando  con  G^,  G  gli  inva- 
rianti del  primo  membro  delLi  medesima,  si  hanno,  come  è  noto, 

(  G,  =  ir  +  3/^  +  ^r, 

(40) 

per  le  quali  il  discriminante  ha  la  proprietà  pure  nota  : 

VGi  —  27  G:  =  ^(4  ^s  _  f ^  _  j) i/i'  —  27;% 

ossia,  per  la  (29), 

(41)  8  a \^Gl  —  27  G;  =  9  (?  t;)Yi'  —  27;". 

I  valori  delle  i,  j  formati  coi  coefficienti  di  z;  e  delle  p,  q,  r,  s  sono  i  sej^uenti  : 

(42) 

l  a'j  =  2i6k-'  +  6kg,  +  g.^  +  9kP-J-R,     ■ 

nelle  quali  espressioni  : 

P^  FI'    +  VV    4-  F,  V 

ed  R  ha  il  valore  superiore  {^^y 
Infine,  siccome  ponendo 

U=-(Ìpqyr's'-\-(/syp'f-{-(prys'q^-\-(sqyfr'-\-(psyrr-\-(qryp''s\ 
si  ottiene  la 

a'h  =  2-jkv'  ~6kpqrs  +  ^Fv '- U , 

la  equazione  stessa  :ih  -^  h  =  o  o  la  (36)  si  trasforma  nella 

(43)  y(9v'-{-pqrs)  —  9kpqrs-\-^Fv  —  ^U=o. 

Riassumendo  avremo  cosi  ottenuto  il  seguente  risultato  : 
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Le  2S  bitangcnii  ad  una  curva  del  quarto  ordine  rappresentabile  colla  equa:^iotte  : 

F  :=  a  x!  -|-  6  V  .v!  -\-  u  =z  o 

si  distinguono  nelle  quattro  ^  =  0,  g  ^=  o,  r  =  o,  s  ^  0  passanti  pel  punto  x^ ,  x^  date 
daU'uguagliau:ia 

au  —  ^v'^pqrs, 

per  la  quale  l'equaxjone  della  curva  trasformasi  nella 

iax]-\-  -,iy+pqrs^O. 

Le  altre  ventiquattro  bitangenti  si  distinguono  in  due  serie  di  dodici  ciascuna,    rappresen- 
tabili mediante  le 


+  ':.-v. 


^=  o , 


+   ^.^.-^.^3 


/  dodici  valori  del  rapporto  c^ic^  sono  dati  dalla  risoUi:;joìie  di  tre  equa:;joni  del  quarto 
grado  (43),  di  cui  i  coefficienti  sono  funzioni  dei  coefficienti  di  v  e  delle  p,  q,  r,  s,  ed  i 
valori  corrispondenti  di  E  si  deducono  dalla  eqtia;^ione  (30),  ponendo  in  essa  per  9,  (9  vy  i 
valori  (37),  (38). 

La  equazione  (34)  conduce  ad  una  relazione  fra  i  parametri  delle  p,  q,  r,  s  che 
veniamo  a  stabilire.  Indichiamo  con  u^ ,  v^  i  valori  delle  u,  v  ponendo  nelle  medesime 
p^,  p    in  luogo  delle  E^ ,  e,.  Si  avranno  le 


3  "^V  —  \an^=zo,       3  v^  —  ^a u^  =  0,       iv,-\au^ 
dalle  quali  eliminando  a  ed  i  coefficienti  di  v  si  ottiene  : 


3  v^  —  ya  w^  =  o  . 


r]     rj^     r\     \'u^ 
r     ss       s\    yu~ 


=  o, 


o,  pel  teorema  di  Abel,  la 


f-A^  +  f 


^Aj.- 


/r^dr^  —  rjr^         f's,ds^  —  sjs^  


la  quale,  ponendo 

(44)      i'o"f  +  ^=°'       ?o",  +  ^==o,       r„  «,-{-/;, 

trasformasi,  come  è  noto,  nella 


io"j  +  '^  =  °» 
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(45)     /'-7^^+  f4^+  f4^+  r^=--.' 

^   ^  J  t''^  (Po)         .  ^   t''i  (qj   ^  J  l'i  ('•  J  ^  .  /   l'i  (O 

essendo 

Supponendo  ora 

(  Po  :=  «j  sn"  77  -|-  f .  cn'  -  ,  r^  ^  e^  sn^  p  -j-  «-  cn''  p , 

(46)  j 

nelle  quali  «^,  «,  ed  e^  sono  le  radici  dell'equazione  cubica 

4  «'  —  /<;  —  j  =  0  , 
si  hanno  le 

4  Pi  —  ip^  —  /  ^  4  ("-'i  —  ^■)  (^2  —  '^y  ^"^^  ~  '•^'  ~  dn'  77 , 

db   =  2(e,  —  e.)  sn  77  cn  77  dn  77  <f  77 ,         k'  :=  — ; 

ro  V  -  ,y  g^  —  ^^ 

e  da  esse  : 

dp^  _       dr. 

VAPl-ipo—i  ~  J/^.  —  «3  " 
La  (45)  diventerà  quindi  la  seguente  : 

-  +  •''-  +  ?  +  '  =  ^ost. 
e  si  avrà  il  teorema  : 

/  valori  dei  rapporti  dei  parametri  delie  bitattgenti  p  ^  o,  q^o,  r^o,  s^o 
ponno  esprimersi  per  le  relazioni  (44),  (46)  col  me^^o  di  funzioni  ellittiche,  di  cui  gli 
argomenti  77,  -/.,  p,  5  hanno  la  proprietà  che  la  loro  somma  è  costante. 

[Pi.]. 
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Annali  di  ^[ateinatica  pura  ed  applicata,  serie  li,  turno  Vili  (1877),  pp.  34-42,  80. 


I.  La  torma  binaria  del  quarto  ordine,  per  la  quale  l'invariante  quadratico  è  nullo, 
si  incontra  in  varie  quistioni  d'Analisi  e  di  Geometria,  come,  per  esempio,  nella  trasfor- 
mazione di  terzo  ordine  delle  funzioni  ellittiche  e  nella  ricerca  dei  punti  di  flesso  di 
una  cubica.  Indicando  con  /(.v_ ,  .vj  la  forma  binaria,  la  condizione  dell'annullarsi  del 
suo  invariante  quadratico  è  la 

ed  è  perciò  spontanea  la  ricerca,  supponendo  essere  /  di  un  ordine  n  qualsivoglia,  di 
studiare  le  proprietà  della  forma  /,  per  le  quali  questo  suo  covariante  d'ordine 
m  =  2  (m  —  4)  è  identicamente  eguale  a  zero. 

Questo  studio  era  tanto  più  opportuno  in  quanto  che  due  altre  forme  speciali, 
una  del  sesto,  l'altra  del  dodicesimo  ordine,  aventi  la  proprietà  indicata,  eransi  in  se- 
guito presentate  nelle  belle  ricerche  del  prof.  Schwarz  sulla  serie  ipergeometrica  di 
Gauss  *),  come  ha  mostrato  il  sig.  Klein  nel  suo  importante  lavoro  «  Ueber  binare 
Formen  mit  linearen   Transformationen  in  sich  selbst  »  **). 

Il  problema  enunciato  più  sopra  fu  considerato  recentemente  dal    Dr.  Wedekind 


*)  Schwarz,  Ud>er  dùjeitigen  Falle,  in  wclchcn  die  GAUSs'sche  hypergeometrische  Reihe  cine 
algehraische  Futiction  ihres  vierten  Elevunts  darstellt  [Journal  fOr  die  reine  und  angewandle  Ma- 
theraatik,  t.  LXXV  (1873),  pp.  292-335]. 

*•)  Mathematische  Annakn,  t.  IX  (1876),  pp.  185-208. 
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nei  suoi  «  Studicn  im  bitiàrcn  IVerlhgcbiel  »  *)  ;  in  essi  egli  giunge  a  dimostrare  che 
le  forme  /  di  ordine  n,  per  le  quali  -^(fjy^o,  si  distinguono  in  due  specie,  e  che 
per  una  di  esse  deve  sussistere  l'equazione  : 

nk  —  6  ?;  -]-  1 2  =^  0  , 

essendo  k  un  numero  intero.  Vale  a  dire  le  forme  degli  ordini  4°,  6°,  12°,  vanno 
distinte  dalle  altre. 

2.  Sieno  : 

si  hanno  facilmente  le 

7.^=:  a^a   —  4  rt_  rt.  -j-  3  fl^ , 

(«  —  4)(h  —  5)  ,  ,  ,. 

'"2*2  =  ^ ^ v'-o'^i  —  4 '^i  ^;  +  7  '^j ^4  —  4^^-,) 

+  («  — 4y('z,'^i  -4^^.^,  +  3^^-)' 

"^ra-l  *m-.    ^^    ("   4)  O'r.  '^.--    3  '^.i-l  '^.i-      ~1~    ^  '^n-l  '^n--)  ' 

*»  =  «„  ",,-4  —  4  '2„-,  'J,,-;  +  3  ^l-.  ; 

ed  in  generale  : 

secondo  che  r  è  pari  o  dispari;  essendo 

m(m  —  i")  ...  (m  —  r  -}-  i") 

in   =:  — ^^ "^ ^ ■ —  , 

1.2.3  ...  r 

^  ("  — 4)(w  — 5)  •••   (»  —  ■?— 3)     («  —  4)(«  —  5)  •  •  •  (»  —  '-  +  ^  —  3) 
^'■'  1 .  2.  3   ...  i  ■  1 . 2.  3   ...  (r  —  s)  ' 


*;  Habilitatìonsschrift.  Carlsruhe,  1876. 
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salvo  il  caso  in  cui  s^  — ,  nel  quale  la  espressione  P^  j_  deve  dividersi  pel  numero  2. 
Il  sig.  Wedekind  nella  sua  Dissertazione  suppone  a^^^o  e  ricava  quindi  dalle 
a^  ^  o,  Kj  =  o,  a^  =  0,  . . .  i  valori  dei  coefficienti  a,,  a  ,  . .  .  in  funzione  di  a^ ,  a^; 
e  giunge  così  a  dimostrare  che  nei  tre  casi  suaccennati  la  forma  /  è  esprimibile  come 
segue  : 

(i)  )  "  =  6,      c,tx?,:-Eo, 

(  n=  12,        ?,E^(P°4-ii?;Ei_^-), 

nelle  quali  le  $,  ,  E^  sono  funzioni  lineari  di  x^ ,  x^. 

Sono  queste  le  espressioni  che,  eguagliate  a  zero,  danno  le  equazioni  denominate 
del  tetraedro,  dell'ottaedro  e  dell'icosaedro,  dopo  le  citate  ricerche  del  sig.  Schwarz. 

Noi  intendiamo  trattare  qui  il  problema  nella  sua  generalità,  e  supporremo  perciò 
fljj  =  I,  dj  =  o,  ipotesi  le  quali  non  la  limitano  punto.  Le  a^  ^  o,  a^  =l  o  danno 
quindi  : 

fl^  =  —  3  ^',  ,         ^i  ^=  —  ^  '^i'^-  ' 

e  le  forme  del  quarto  e  del  quinto  ordine,  dotate  della  proprietà  enunciata,  saranno: 

/  =  -■*-■!  -f-  6  a,  A'j  xl  -j-  4  i7,  .Vj  .v;  —  3  a^  X*  , 

/  =  K  ~\~  ' o  "2  K  -■^'2  +  ic)  fl,  x]  x]  —  1 5  rt^  .V,  xl  —  2  a^  rt,  x\ , 

notando  che  per  quest'ultima,  sostituendo  nella  a^  =  0  i  valori  superiori  di  a  ,  a. ,  sì 
ottiene  : 

a'.  -\-  ^al  =^  1  ^  o  . 

Le  forme  binarie  degli  ordini  4°,  6°,  12°  si  distinguono  appunto  da  quelle  di  ogni 
altro  ordine  dall'essere  per  queste  ultime  a  =:  o  mentre  non  lo  è  per  le  prime.  Esclusi 
i  primi  tre  casi,  se  poniamo  per  gli  altri  : 

(2)  a,,  =  (-  i)'"'  (2  i  —  i)a[,        <;^.^,  =  (—  i)'*'f<-  a, , 

si  ottengono  : 

per  r  dispari  :  P^  ^.  =  0,         ^r,2i+^  =  ^    identicamente  ; 

.  (       P„,  =  (-if.2[(2/+i);--4na?"">, 

per  r  pan  :        < 

(   ^.2...  =  -  (-  if  •2[20-  +  i)r  -  (2  i  +  iy]<">; 
vale  a  dire,  anche  per  r  pari  :  P^  ^-  =  P^  ^.^^  =  0,  se  a  =  o;  cioè  per  questa  specie  di 
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forme  /  i  valori  (2)    annullano    identicamente    il    covariante    -j- (//)*•    La    relazione 
>.  =  o   dà 

e  le  forme  /  corrispondenti  si  trasformano  nella 

essendo  

^,   =  -V,   ±  -V,  1  —  a,  ,  E,   =  .V,    +  (h  —    l)  A-,  1/—  a^  . 

Si  osservi  infine  che,  indicando  con  5  l'invariante  quadratico  di  queste  forme,  si 
ha  pei  valori  (2)  : 

S  =  o, 
e  che  dalla  >.  ^  o  deducasi  la 

4  /;•>  -(-  0'  =  0  , 

essendo  /;,  6  i  due  covarianti  degli  ordini  2  (ji  —  2),  3  (h  —  2)  seguenti  : 

3.  Passiamo  ora  a  considerare  le  forme  /  degli  ordini    4°,  6°,   12°,  per    le    quali 
-L-(^ffy  ==  o.  La  forma  biquadratica  è,  come  sopra, 

/  =  ^14"^  ^2  -■^'i  K  +  4  '''■  -■^'i  -■^'2  —  3  '^l  ^1  > 
e  l'invariante  cubico  di  essa  essendo  eguale  a  —  ).  si  avrà  la  nota  relazione  : 

(3)  4/;5    +    0^_    1/3=0. 

Sia  ora 

e  posto 

(4)  ^^,  =  " -^'i  +  ^■'^2  >         -.  =  «^,  +  f^ ■'^2  ' 

determiniamo  le  a,  h;  a,  fi  per  modo  che  risulti  : 

(5)  F(;.,U  =  c/(^..0, 

essendo  C  una  costante.  Dal  confronto  dei  coefficienti  delle  potenze  delle   x, ,  ,v,    nei 
due  membri  di  quest'ultima  equazione,  se  si  pone  : 

a  =  —  p  a  ,         h  =  oy^, 
si  hanno  dapprima  le 

poi  le  due  seguenti  : 
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(6)  p3  _  8  =  _  3^^^^p3 ,        p^  +  20  p'  -  8  =  -^  .  f^a^  ?' , 

essendo  la  quinta  relazione  soddisfatta  identicamente.  Le  due  ultime  danno    per  la  de- 
terminazione di  p  la  equazione  : 

pKp^-8)'         ^       4  al 
(p.  +  3op'-8y  al' 

dalla  quale,  ponendo 

y^-,      P^^"^^      =:_!_ 

e  quindi 


P' 


SI  ottiene  la 

(7)  /+ 6a^r +  4a.>'  — 3^;  =  0. 

Ora,  per  la  teorica  dei  covarianti  associati,  se  nella  f  (^, ,  ^,)  poniamo  : 

1    dF  ,         ,     I    df 

4   5i.  '    ■    '     4   ^;, 

in  luogo  delle  l^,  c^,  e  supponi.imo  : 

f  (H_,,_J_|f,^,     c,.v.  +  ^^-^.x-)=(F„,  f.,  F,,  F3,  F^)(.v,,  .-y 
\_  ■    '         ^   5^^    2'       -    '    '     4    de,    V        ^   °       '       ^       5'     ^^^  ''     ^■' 

si  hanno,  come  è  noto,  le 

F„  =  F,        f,  =  0,        F^  =  FH,        F^  =  Fe, 
essendo 

H=~(FFy,        e  =  2(ff/). 


Se  quindi  supponiamo  nelle  (4),  (5)  : 


r  -■  ;  1    dF  ,         i    dF 


si  avranno  le 


p  =  — -F^,         C  =  f,        a,  =  H,        a,  =  e, 


e  la  equazione  (7)  diverrà  : 

(8)  y'  -j-  6  Hy'  -\-  4ey  —  ^  H'  =  0  , 

la  quale  è  soddisfatta  ponendo 

^  a  4      ' 
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Dalle  relazioni  (6)  si  hanno  poi  i  valori  di  H,  0,  cioè  : 

Le  radici  della  (8)  si  ponno  quindi  esprimere  nel  modo  seguente  : 

indicando  con  e  una  radice  cubica  immaginaria  dell'unità.  Ma  la  equazione  (7)  non  è 
che  la  forma  biquadratica  /  eguagliata  a  zero,  nella  quale  sia  sostituita  y  in  luogo  del 
rapporto  a:,  :  -v^.  Dunque  le  radici  quadrate  delle  radici  della  equazione  che  si  ottiene 
eguagliando  a  zero  una  forma  biquadratica,  nella  quale  l'invariante  quadratico  è  nullo, 
sono  esprimibili  in  funzione  razionale  intera  di  due  quantità  H^  ,  c^  ;  proprietà  nota 
dalle  ricerche  sulla  teoria  delle  funzioni  ellittiche. 

4.  Per  H  =  6  la  funzione  /  è  la  seguente  : 

/  =  ^1  +  15  ^2 ^\ ^'2  +  20 flj  x\  x\  —  45  a\ x\ x\  —  12 a^a, x,  x\  +  (5  ^^  —  8  a) .v' . 

Essa  è,  come  è  noto,  il  covariante  di  sesto  ordine  di  una  forma  biquadratica  *);  infatti, 
se  con  9  si  indica  la  forma  biquadratica: 

?  =^  ^z{.K  4"  3  ^2 -^'i  ^\  "I"  ^-  ^Ù  » 
si  ha  : 

i  =  4"  (??)'  =  iV  [ —  -■^1  +  ^  ''2  ^\  ^\  +  ^  ^j  -■^'i  K  —  9'^l  ^1] 
ed 

/=64(?A-)- 

Da  questa  proprietà  si  deduce  tosto  la  risoluzione -della  /^  o  da  quella  della  9  =  0, 
giacché,  supponendo 

si  Ottiene  : 

e  le  radici  della  /  =  0  sono  date  dalla 

-V.  =  xJ.±|/3(.^  +  aj], 

nella  quale  si  sostituiscono  le  e^,  e^ ,  e^  in  luogo  di  e. 
Osserviamo  ora  che,  ponendo 


*)  Clebsch  e  GoRDAN  :  Sulla  rappresentazione  tipica  delle  forme  binarie.  [Annali  di  Matematica 
pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  I  (1867-68),  pp.  23-79  (P^S-  7ìì^- 


SOPRA    UN'A    CLASSE    DI    FORME    BIMARIE.  léj 


.  ^^^"^^ 

nella  equazione  : 

di  cui  le  radici  sono  appunto  le  e^ ,  t\ ,  e^,  si  giunge  alla 

(y'  +  4)'       ^  _ifl 

dalla  quale  indicando  con  ^  il  rapporto  i^  si  ottiene  la 


r  +  4     ./ 4^ 

ossia  la  equazione  : 

(9) 

J          ,      ■   >'  +  4  =  0 , 

1/T^ 

di  cui  le  radici  sono  : 

--  1/K-+.*)-  V^FW) 


supposto  £  una  radice  cubica  immaginaria    dell'unità.    Sostituendo    questi    valori    nella 
relazione  : 

(io)  .V, Vy''-\-4  +  -^■. Vy''-ì- 16  .  -/^^  =  ±  6  X, t^^^ 

si  avranno  i  valori  del  rapporto  .v^  :  x^  che  annullano  la  forma  /. 

Sia  ora  F(^,,  ?J  un'altra  forma  del  sesto   ordine   per    la    quale    ~(FFy  =  o 
identicamente.  Ponendo  in  essa  : 

i    dF  .         ,     i    dF 

in  luogo  delle  ^_ ,  ^^ ,  e  supponendo  : 
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si  hanno  le 

a^  =  H,         rt,  =  0; 

e  siccome  indicando  con  A  l'invariante  quadratico  di/,  se  F^f,  risulta  ^  =  — i8X, 
sarà  : 

4H'-\-Q'  =  —^AF\ 

la  equazione  (9)  si  trasformerà  nella 

(12)  y''+  3^'-, )'  +  4  =  o» 

e  si  avrà  : 


Se  la  F(t^,  ^j)  è  la  forma  canonica: 
si  hanno  le 
e  l'equazione  (12)  è  soddisfatta  dai  valori: 

La  relazione  (io)  dà  luogo  in  questo  caso  alla  relazione  quadratica  : 


^1(7'  +  4)  +  2.v,.v\l6"H-4-l  V'  +  1 6. 1/^i/ -  A-^r  -  20)H=0, 
la  quale,  sostituendo  per  y  il  valore  y^ ,  si  trasforma  nella 

di  cui  il  primo  membro  è  il  prodotto  delle   due   espressioni    (11).    Analogamente,    se 
si  pone  : 

'   ^,  +  ''^2=^1^2,         ;_  —  i;^  =  i3j'2  , 
dove  !  =  |^ —  I,  essendo 
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si  Otterranno,  dalla  sostituzione  delle  ^^ ,  y^  nella  relazione  quadratica    superiore,    due 
prodotti  della  forma  (13).  Si  avrà  cosi  il  teorema: 

Le.  radici  della  equazione  del  sesto  grado  che  si  ottiene  eguagliando  a  ^ero  una  Janna 
f  del  sesto  ordine,  per  la  quale  il  covariante  -^(^ff)*  è  identicamente  nullo,  sono  esprimi- 
bili in  funzione  di  due  quantità  ;_  ,  ;,  nel  modo  seguente  : 


t  =  i«-.^;) 

i  =  i«-5.:). 

f  =  itì-5>3. 

t  =  i«--'' 

ìielle  quali  le  -/i,  ,  -/i^  ;  r^  ,  3^  hanno  i  valori  (14). 

5.  La  considerazione  della  forma  generale  del  12°  ordine  avente  la  proprietà  indi- 
cata offre  alcuni  interessanti  risultati  per  la  loro  connessione  colla  teorica  delle  funzioni 
ellittiche.  Notiamo  dapprima  che  i  valori  dei  coefficienti  della  medesima,  fatta  astrazione 
dai  coefficienti  numerici  binomiali,  sono  i  seguenti  : 

a^  ^  1  ,  a_  1=  3  a'^j , 

a^  ^  o  ,  "s  ^  —  ^^2(7  ^]  +  3-  "'0  ' 

a^,  a^  =  —  4a^(al-^  20  1), 

a    ^  —  S  '^l,  '^ii  =  5  ^i''-  O'i  ~i~  ^-^  '0  > 

fl    —  —  2  a^a, ,  ^,2  =  —  ^i  '^a  —  11.4"*^^  A  -(-  4'*.  5^  V  . 

Essa  decomponesi  in  fattori  del  secondo  grado  afi'acto  analogamente  alla  forma  del  sesto 
ordine;  infatti,  indicando  con  ;^„  >  xo  ^  \i  >  -i^  ^  -^^  '  -^    ^^  radici  della  equazione  : 

(15)  ?  ^\  -\-i5'^.x  +  2oa^i'  —  45«2^'  — i2fl,^z.:^  — -^a;, 

si  ottiene  : 

ponendo  per  ;^  le  radici  della  9  ==  o,  ed  essendo 
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Ora  la  equazione  ©  =  o  è  la  equazione  modulare  corrispondente   alla    trasforma- 
zione del  quinto  ordine  dell'integrale  ellittico  *)  : 


quindi  le  radici  dell'equazione  /  =  o  sono  esprimibili  col  mezzo  di  funzioni  ellittiche. 
La  equazione  «p  =  o  si  può  facilmente  trasformare  in  una  di  quelle  che  hanno  lo  stesso 
gruppo  dell'equazione  del  moltiplicatore.  Si  osservi  infatti  che,  ponendo 

1    do  i      d>o  .    .  . 

6   d:i  6.). 4  d^> 

si  ha  identicamente  : 

4?  =  9^«  —  5'^''; 

quindi,  introducendo  una  nuova  variabile  y  legata  alla  7^  dalla 


nella  quale 

essendo,  per  la  o  =:  o , 

si  avri  anche  : 

Così,  dalla 

si  ottiene  la 


^Ì'J^ 


)• 

^1 

V 

u 

f 

=  81-^. 
tir 

< 

f 

=  '■4 

dalle  quali,  osservando  essere  u  =  ^z>'(i),  si  dedurranno  le 

le  sommatorie  estendendosi  alle  radici  della    trasformata    in   y.    Inoltre,  si    otterranno 


•)  ^'edi    la  mia    Nota  :    Sur    une  formule    de    Iransformation    (Us  fonctions    elliptiques  [Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXIX  (1874),  p.  1065]. 


SOPR.\    UNA    CLASSE    DI    FORME    BINARIE.  1 67 

facilmente  le 

V-  I  12  -«r-  I         12^    , 

>    —  =  —  in  ,  >    — r  =  — ;-  III   , 

^  y       5  ^  y-      5- 

quinui  : 

cioè  è  nullo  anche  il  coefficiente  del  quinto    termine.    La    equazione    trasformata    sarà 

cosi  la  seguente  : 

(lé)  "  y»^  10 y'>  — 12  my-{-  s  =0, 

di  cui  le  radici  hanno  h.  proprietà  sopra  indicata. 
Osservando  ora  che 

/-,->!  u.f-^-      Tc^         --_1l^K  16''  +  "ly  +  IO 

^  '^         '^^^^     ^«>•'     "~     t/;;r  •       vj 

si  avrà  per  uno  dei  fanori  quadratici  della  /  b  espressione  : 

]/my  '    '  '  mo- 

nella quale  v  è  una  delle  radici  della  equazione  (i6). 

Se  con  F(;, ,  ;,)  si  indica  una  forma  del  12°  ordine  perla  quale  -^(FF)''  =  o 
identicamente,  e  si  pongono  nella  medesima  in  luogo  di  ;, ,  e,  le 

7    X    —~^X  '    A-    4-  —  — A- 

''^'        12  d;^^"         '''^'    '    12  5^/^"' 
supponendo  : 

V  '    '        12  dl^    "       -    '    '    12  5c,    '/  ^  "    ^^■''^  ■'     =>" 

si  hanno  le 

a^  =  H,         «5  =  0, 
essendo 

H  =  -^{FFy,        Q  =  2{FH); 

e  siccome  indicando  con  A  l'invariante  quadratico  di  /,  se  F  ^=f,  si  ha  : 

si  avrà  : 

4^=  +  <^>^  =  T^5FS 
posto 
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La  equazione  in  y  diverrà  in  questo  caso  la 

zq 
(i8)  yi  j^^of  —  ■]2- v-}-5=c 


\/i;^F'' 


È  noto  che  la  proprietà  caratteristica  di  quelle  equazioni  che  hanno  lo  stesso  gruppo 
della  equazione  del  moltiplicatore  si  è,  che  le  radici  quadrate  delle  loro  radici  si  ponno 
esprimere  nel  modo  seguente  : 

essendo  s  =;  e  '  ,  a^ ,  x_ ,  x^  tre  indeterminate,  ed  r  =  o,  i,  2,  3,  4.  La  forma  gene- 
rale delle  equazioni  stesse  è  la 

(y)  —  ay  —  4«(-/;  —  aj  +  io  ^-^  —  a)'  —  4  c(y,  —  j)  +  j  /r  —  4  <7f  =  o, 

nella  quale  : 

fl  =  a^  -(-  *i  ''j  > 

t  =  8  a*a_  a,  —  2  a^a^  xj  -j-  aja;  —  '^oC'^i  ~l~  *D  > 

C  =  8ox*a^a^  —  40a*a;a^  -|-  5  a^  a*  x^  -(-  7.\x\ 

—  =^0(32  <  —  20  7.;  a,  a^  +  5  a;  x:)  (a;  +  7.')  +  ^  (a;  +  a>y  . 

Supponendo  in  quest'ultima  : 

^  =  o  ,         r  =  )'  1^  , 

si  ottiene  : 

(19)  /+  loj'  — 4^j  + 5  =0, 

che  ha  la  stessa  forma  della  superiore. 
La  a  =  o  è  soddisfatta  ponendo  : 

*,  ^  ^J  )         ^2  ^  —  ^'  ^   quindi         a^  ^  c^  E,  ; 

per  questi  valori  le  b,  e  diventano  : 

cioè  la  espressione  di  b  è,  per  le  ricerche  dei  signori  Schwarz  e  Klein,  la  forma 
canonica  delle  forme    del    dodicesimo    ordine    aventi    la    proprietà    indicata.    Si    potrà 

quindi  porre  : 


(20) 
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e  si  dimostrerà  facilmente  essere 

Osserv^ando  infine  che  per  la  forma  ainonica  qui  considerata  è 

3.7.8' 
sarà 

R_    5    . 


le  equazioni  (i8),  (19)  coincideranno  nella  sola: 

(21)  ^   _j_  I0  3,'_-J±_3,^5  ^0, 

come  fu  già  dimostrato  dal  prof.  Klein  (pag.  203  della  Memoria  citatii). 

I  fattori  quadratici  della  forma  /  si  ponno  quindi  esprimere  nel  modo  seguente: 


.,    .    1^10  F'  —  12  H-fì  —  Frr  _)  F^  -\-  12  H-i)  -\-  F-/)'    ^ 

nei  quali  pongansi  per  r,  i  valori  dedotti  dalle 

Sostituendo  -n^  in  luogo  di  ■/;  trovasi  facilmente  che  quella  espressione  quadratica  equi- 
vale alla 

I     /.  1    dF     \/.         ,     I    aF     \ 

e  siccome,  ponendo 

nella  quale  p  =  e  -|-  £•*,  si  ha  : 

determinando  (  per  modo  che  risulti  : 

F(;,,,.,)  =  F(;,,0> 
cioè: 
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si  avrà  per  gli  altri  fattori  quadratici  la  espressione  : 

I    /  1    dF     \i  .     i    dF     \ 


Così,  se  nella  

-  =  _  |/— ^t^3''  +  "^+  ^° 
Ymy 
si  pone  y^  in  luogo  di  v,  si  ottiene  la 

ed  analogamente  per  un'altra  radice  qualsivoglia  :ì^  si  avrà  : 

Le  radici  dell' equaiione  modulare  (15)  per  la  trasformazione  del  quinto  ordine  dell'inte- 
grale ellittico  sono  quindi  esprimibili  in  jniiTJonc  di  due  indeterminate  ^, ,  ^^  nel  modo 
seguente  : 

^.^^  —  5^-,        ^,  =  ='•  +  ''  1^  +  ^"  T  +  ^"^  +  ^"'?  , 
essendo 


Da  questi  valori  deducesi  facilmente  : 

nella  quale  : 

'l^  =  (^:  +  ^D(^l  +  2  ;;;,  -  6  ;;;;  -  2  ;,q  +  c^  . 

Ora,  essendo  identicamente,  siccome  ha  dimostrato  il  sig.  Klein  , 

4.6=0  =  ^'  —  ic;'/- -|-45  6F% 
ponendo  A  =  ;<  1'^,  si  otterrà  che  la  equazione  del  quinto  grado  : 
«'  —  IO  u'  -{-  4)  u  —  24      J—  =  o , 
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di  cui  le  radici  sono  le 

ha  per  risolvente  la  equazione  modulare  (15)  considerata  superiormente. 
6.  È  noto  che,  indicando  con  \^,   \^'  le  espressioni  *)  : 

1/7  =  0-'  +  1 1  f-  —  1 2  m)  1 7,       1//'  =  (v'  -\-9y)Vy, 

si  ha,  per  una  qualsivoglia  delle  radici  della  equazione  (16),  la  relazione: 

2o(w'  —  o-j^  =  2  «'1/7+  '"ly  +  if  . 

dalla  quale  e  dalla  (16)  si  ottengono  le 

(22)  20(;«=  -  0^^  =  fl,l6"+  ^»(/ +  '^.^^7'. 

2-^^(m'  -  ly^  =  aj.7+  ^-j/7+  e,  1/7^, 


Posto  quindi  : 
(22) 

si  deducono  le 

(22') 


2o\m>  -  i)'^  =  a.yy  +  b.^V7+  C^W 


d  IH' 
dove  : 

a^  =:  2  m' ,         b^^^  m  ,         c^  -=  i , 
come  sopra,  ed 

fl^  =  —  30  in''  a^  -j-  24  in  Qn'  —  i)  , 

b^  =  —  ^om'b^  -{-  2{m'  —  i), 

Cj  =  —  30/rt'c^ , 

fl,  =  —  4.  289w()m'  —  i)a,  —  90;«'rt,  -(-  440  (m'  —  i)% 

/;,  =  —  4.  289  «/()«'  —  i)è,  —  ^om^b^ , 

e    =  —  4-  -89  '«  ('«'  —  I  )  '^i  —  90  ni'  c_,  . 


')  Le  formole  generali,  pel  caso  in  cui  a  non    =0,    sono    date   in    una    mia   precedente  Nota 
[LXVII:  tomo  II,  pp.  79-89]- 


iy2  SOPRA    UNA    CLASSE   DI    FORME    BINARIE. 

Le  relazioni  (22),  (22')  conducono  evidentemente  alla  equazione  differenziale  lineare  del 
terzo  ordine  seguente  : 

(23)  2oo0«'  -  0^  +  900..^^  +  578-^  -^^VJ=o, 

mentre,  formando  il  quadrato  della  prima  di  esse,  tenendo  presente  la  equazione  (lé), 
si  ha  :  _ 

To'Ok'  -  i)  \j^j    =  f  +  »n  +  IO, 

per  la  quale  dalla  (17)  deducesi  la 


d\'y  _  30^ 


loVm'  —  I.    ,       —        ,1x1  j 

d  m  V:C  +  3  ^2  ^  4-  ^5 

Confrontando  ora  le  equazioni  (16),  (21),  si  ha: 

.     ,  12// 

(24)  '«  =  -^  ' 

da  cui  : 

(25)  m'  -  1  =  -  3.  T2-^.  . 

Supponiamo  nell'una  e  nell'altra  di  queste  equazioni  : 

e,  derivando  la  prima  logaritmicamente  rispetto  ad  m,  si  avrà  : 

di 


^  =  7^(3F//'-5HF)^ 


posto  F'  =  -jj- ,  H' 


df     ,„        IH 

di  ■ 


Ala,  essendo 


i->  =  2ÌFH)  =  ^^iiHF'-sFH'), 
sarà  anche  : 

1  (■>     di 

(2^)  '^^-'''FH-dlir 

Le  equazioni  (24),  (25),  (26),  ramnientando  essere  è  =  —  F(l)ll\  conducono  facil- 
mente alla 

di       \^ 


vl^'"'    -, 
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y7.  =  5^-iil£I. 


Formando  il  differenziale  secondo  del  logaritmo  di  ciascuno  dei  meabri  di  questa  equa- 
zione, si  giunge  dopo  una  tacile  calcolazione  alla 


Vb  l'i 

SI  avrà  quindi  la  interessante  relazione  : 

Formando  il  differenziale  secondo  del  logaritmo  di  ciasc 
àone,  si  giunge  dopo  una  tacile  calcolazione  alla 

^^^■"        yl2\dm)        ^>  dm'       2  (_»,'- ly  ^    d  m        4o(m'— i)J 

.         27  in'*  3  in 

posto 

.y-,    dm  dm^        ■'  \  d m^ } 

--y-d^) 

ed  V  in  luogo  di  y^. 

Ora,  dalle  (22),  (22')  si  ha  che,  indicando  con  P  la  espressione  moltiplicata  per  — 
nella  equazione  differenziale  superiore,  si  ottiene  : 

quindi  sarà  : 

^'^^  ^''^■"  ~~  8  (m'  -  i)^  ^  200  (jtf^^  ■ 

La  espressione  P  conduce  tosto  alla 


p           "' 

ny 

200  (?H  = 

— 

I)' 

27  và 

éi: 

I  m 

^  ni'  -  I  '  J  \_dm'  '^  2(m'  —  i)  d x'  "^  m'  -  i    dm  J  ' 


mentre  pel  valore  superiore  di  P  si  ha  : 

dm         m'  —  I  20o(»H' —  i)  \         dm     '      -^  / 

e  quindi  eguaghando  i  secondi  membri  si  giungerà  nuovamente  alla  equazione  (23). 


8(i  — xy       1800  .y(i  — A-)' 
si  otterrà  : 

V  _  (.^  +  v^  -  1 
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Trasformiamo  ora  la  equazione  (28)  ponendo  : 
m'  =  X  ; 
faremo  uso  perciò  della  relazione  generale  facilmente  dimostrabile  : 

m,  =  H.  +  [;],„(4;^y, 

per  la  quale,  essendo 

(29)  f']'  =  ^4i^  +  lfr^.vy         2x(i-x)      ' 

essendo 

Questo  risultato,  al  quale  può  giungersi  anche  direttamente  per  mezzo  della  teorica 
delle  forme  binarie,  ha  qui  una  singolare  importanza,  giacché  dimostra  che  la  risolu- 
zione della  equazione  (16)  può  ottenersi  mediante  le  serie  ipergeometriche  di  Gauss. 

n  prof.    KuMMER  ha  dimostrato  già  da  lungo  tempo  *)  come  si  possa  esprimere 
mediante  quelle  serie  l'integrale  della  equazione  differenziale  del  terzo  ordine  : 

_A'V-i-B'l-\-C'  (diy       Ax'  +  Bx  +  C 

L^L-    2^(1-0^    \dx}      2x\i-xr  ■ 

Ora,  nel  caso  qui  considerato  si  hanno  le 

^'  =  o  ,         5'  =  0  ,         C  =  o  , 
A  =  \).^  —  I  ,         £  =  I  —  À'  —  [;.'  -|-  v%  C  =  V  —  I  ; 

perciò,  ponendo 

A  =  {y.-':^y-i,  A-  =  (a-  -  vy  -  i , 

£  ^  4^;^  -  2v(a  +  ;ì  -  0>       B'  =  4a';y  -  2v'(=c'  +  '^'  -  i). 

C  =  Y(y-2),  C'  =  Y'(v'-2), 

si  Otterranno  per  le  x,  (i ,  . .  .  i  seguenti  valori  : 

a'  =  2  ,  'i'  =  I  ,  y'  =  2  . 


*)  De  gennali  quaHam  aeqitationi  diffeientiali  Urtii  ordinis,  pag.  6. 
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Indicando  con  F  una  funzione  ipergeometrica,  l'integrale  della  equazione  (29),  rammen- 
tando essere 

F(2,  i,  2,  ;)  =  réT' 

sarà  quindi  : 

nella  quale  espressione  a,  b,  e,  d  sono  costanti  a  determinarsi,  e  le  'j_  ,  'j^  sono,  come  è 
noto,  due  serie  ipergeometriche  integrali  particolari  dell'equazione  differenziale  del  secondo 
ordine  *)  : 


(30  V.+ 


d''^    ,    T-(a  +  !i+.).v  J'. 


dx^    '  -v(i-.v)  J.v        .v(l-.v)     -"• 

Dal  valore  superiore  di  l  si  deduce  tosto  : 

,.       (ad-bc)Lp-.^^) 
I    rfc  _  ^  ''\  '  dx         ^  dx  / 

ed  essendo  per  un  noto  teorema  di  Abel  : 

^  dx  ' dx  ^  ^ 

dove  C  è  una  costante,  si  otterrà  dalla  equazione  (27)  : 

indicando  D  una  costante. 

Le  radici  di  una  equazione  del  sesto  grado  (16)  avente  lo  stesso  gruppo  di  quella 
del  moltiplicatore  nella  trasformazione  del  quinto  ordine  delle  funzioni  ellittiche  e  per 
la  quale  a  =  o,  si  possono  quindi  esprimere  per  mezzo  di  due  integrali  particolari  del- 
l'equazione (31),  ossia  per  mezzo  di  serie  ipergeometriche  di  Gauss. 

A  questo  risultato  si  giunge  anche  direttamente  partendo  dalla  equazione  differen- 
ziale lineare  del  terzo  ordine  stabilita  più  sopra,  ossia  dalla 

J400AXI  -  .v)$  +  27oo.v(4  -  l4^  +  6(200  -  1 389-v)^  +  1  i|/y=  0 . 


*)  KuMMER,   lji\)cr  du  hyp^rgioiiiitrische  Reilu 

~  i.f       '         i.2.y(y+i)  """ 

[Journal  far  die  reine  und  angewandte  Matheniatik,  t.  XV  (1836),  pp.  39-83  (p.  52)], 


i.f     '^       i.2.Y(Y-f-i)  "•"  i.2.5.Y(Y+ i)(Y+2) 
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Infatti,  ponendo  dapprima  : 

VJ  =  ii-x)Y, 
si  ottiene  la 

nella  quale  sono  : 

P-  .v(i-x)  '  'i-       .v(i-x)' 

in  secondo  luogo,  sostituendo  ad   Y  il  prodotto   U  V  si  giunge  alla  equazione  : 

t/(0'  +  2/,o)  +  r(F  +  2pp)  +  3(pr  +  o  t/')  =  o, 

posto  : 

la  quale  è  appunto  soddisf-itta  dalle  P  =  0 ,    O  =  o. 

Notiamo  infine  come  la  proprietà  indicata  dalla  equazione  (30)  pel  rapporto  -^ 
della  forma  canonica  di  Schwarz  del  dodicesimo  ordine  sussiste  anche  pel  rap- 
porto —  di  qualunque  forma  binaria  /(.r, ,  xj  del  dodicesimo  ordine,  per  la  quale  il 
covariante  (//)'  sia  identicamente  nullo. 

Ottobre  1876. 

■  [G.]. 


LXXIII. 

SOPRA  UNA  CLASSE  DI  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 
DEL  SECONDO  ORDINE. 


Atutnli  di  STateinatU^a  pura  ed  applicata,  serie  li,  tomo  IX  (1878-79),  pp. 


I.  La  teorica  delle  equazioni  differenziali  lineari  del  secondo  ordine  si  è  accresciuta 
in  questi  ultimi  anni  degli  importanti  lavori  dei  signori  Fuchs,  Schwarz,  Klein,  Gordan, 
JoRDAX  *),  e  più  recentemente  delle  interessanti  ricerche  del  signor  Hermite  **)  sopra 
la  equazione  differenziale  incontrata  da  Lamé  ***)  nelle  sue  lezioni  sulle  superficie  iso- 
terme pel  caso  di  una  elissoide  a  tre  assi  disuguali. 

In  una  lettera  da  me  diretta  nell'agosto  dell'anno  1876  al  signor  Klein  t),  ed  in 


*)  FucHj,  Uebii-  die  Unearen  Differentialgleichungen  :^vjeiUr  Ordnung,  uidche  algeiraische  Inte- 
grale iesilien,  una  eine  neue  Anwendung  der  Invariantentheorie  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte 
Mathematik,  t.  LXXXI  (1876),  pp.  97-142].  —  Schwarz,  Uchtr  diejenigen  Falle,  in  welchen  die  Gwss'sche 
hypergeometrische  Reibe  eine  al  g  ehr  ai  s  eh  e  Function  ìhres  vierten  EUmenls  darstellt  [Ibid.,  t.  LXXV 
(1875),  pp.  292-335].— Klein,  Ueber  lineare  Differentialgleichungen  [Mathematische  Annalen,  t.  XI  (1877), 
pp.  115-118;  l.  XII  (1877),  pp.  167-179]. — Gordan,  Ueber  endliche  Gruppen  linearer  Transformationen 
eìner  Veràndirlichen  [Ibid.,  t.  XII  (1877),  pp.  23-46].— Jordan,  Mémoire  sur  Us  équations  différentidles 
linéaires  à  intégrale  algébrique  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LXXXIV  (1878), 
pp.  89-215]. 

**)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  octobre  1877. 

***)  L.coiis  sur  hs  fonctions  Inverses  des  transcendantes  et  les  surfaces  isothermes,  p.  277. 

7)  Ext.dit  d'une  Lettre  de  M.  F.  Brioschi  à  M.  F.  Klein  [Mathematische  Annalen,  t.  XI  (1877), 
pp.  111-114]. 
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altri  lavori  posteriori  *),  ho  dimostrato  in  qual  modo  si  possa  far  concorrere  la  teo- 
rica delle  forme  binarie  allo  studio  delle  equazioni  difi'erenziali  lineari  del  secondo  ordine, 
ampliando  il  concetto  contenuto  nella  sopraindicata  Memoria  del  sig.  Fuchs.  Il  presente 
lavoro  può  in  questo  senso  considerarsi  come  una  continuazione  dei  precedenti,  essendo 
il  medesimo  una  nuova  applicazione  degli  stessi  principi. 

2.  Indicando  con  y,  p,  q  tre  funzioni  di  una  variabile  x,  considero  l'equazione 
differenziale  lineare  del  secondo  ordine: 

(i)  j"  +  i'j'  +  '7;'  =  o, 

nella  quale  y'=^-^,  y"  =  -j-^.  Sieno  y^ ,  y^  due  integrali  particolari  della  medesima  ed 
/O'i'TJ  ^"^  forma  binaria  dell'ordine  m  a  coefficienti  costanti.   Si  avrà  in  generale: 

(2)  /0'.>)0  =  ^W> 

la  natura  della  funzione  F  (a)  dipendendo  da  quella  degli  integrali  particolari  y^ ,  y^  e 

dalla  forma  della  funzione  /.  Derivando  l'equazione  superiore  rispetto  ad  .v  si  ottiene  la 

(3)  /.)■: +/=}-: =^f'w. 

essendo  f  =  —  ^  ,  /  =  —  ^  .  Ma,  siccome  è  noto,  l'equazione  differenziale  (i) 
•''        m  dy/  ^  -        m  òy^ 

(4)  ;■./.-}■.}•:  =  c.-/^^% 

dove  C  è  una  costante;  si  avranno  quindi  le 

(5)    f  (-v)}';  =  -^}'-f'(-v)  +  Cr/^-A,         ¥{.)y\  =  ^yj\^)  -  Ce-^^^'l. 
Ora,  derivando  nuovamente  l'equazione  (5)  rispetto  ad  a-,  si  avrà  per  la  (i): 

la  quale  pei  valori  (5)  conduce  alla 

(^)      Hj.oO  =  ,n'(^n-l)C^^"'^^"  -  ^"'  -  '^^"  +  '"^^^'  +  '"^^^'^  ' 

')  La  théorie  dcs  formes  dans  l'integration  da  équations  diffinntiilhs  linéuins  du  Sicond  ordre 
[Mathenutische  Annalen,  t.  XI  (1S77),  pp.  401-411].— Atti  dtl  R.  Istituto  Lombardo  di  Scienze  e  Let- 
tere, dicembre  1876.— Coraptes  rendus  des  séances  de  l'Acadéraie  des  Sdences,  17  décerabre  1877. 
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posto  : 

essendo  cioè  /;  l'Hessiano    della    forma  /.  Si    indichi   per  brevità  con  P(.v)  il  secondo 
membro  della  equazione  (6),  e  con  0(v,,  jj  il  covariante  dell'ordine  3  (w  —  2)  : 

si  otterrà  facilmente  la  relazione  : 
JpJ' 

(7)  ^Cy.,  y.)  =  ,„(,„_  3)7; r^O»  -  2)F(.v)p(.v)  -  mP'(,v)F(.v)]. 

3.  Indicando  con  :;^  il  prodotto  dei  due  integrali  particolari  )\,  _y,,  suppongasi  ora 
che  la  forma  /  sia  eguale  a  ;;'  ;  si  avranno  le 

(8)  w  =  2r,  /; 


4(2'-—  0' 

e  dalla  equazione  (7),    nella  quale  pongasi  per  P(.v)  il  suo  valore,  si  dedurrà  la  rela- 
zione seguente  : 

6r(r-  i)FF'F"  -  2  {r  —  i){2r  —  i)F'->  —  ir  F'F'" 
+  6rpF[{r  -  i)F'^  -  vFF"]  ~2r(p'  +  2/,^  +  40^'^'  -  4'"'  0/  +  2pq)  F'  =  o. 
Sieno  9  (.v),  ò  (a-)  due  polinomi  in  x  dei  gradi  s,  s  —  2,  e  si  pongano  : 

SI  hanno  facilmente  le 

/  +  2/''  +  4?  =  tV(?"  +  8'^).  ?'  +  2p</  =  ^, 

2  J  ^ 

per  le  quali  la  relazione  superiore  diventa  : 

i  2o[3rO-i)FF'F"-(r-i)(2r_i)F''-,-F^F"'] 

'^     J)    _^3,-F.y[(,-_i)f-_,fP']_,^(p"_^8ò)F=F'-4r''yF'  =  o. 

Consideriamo  dapprima  il  caso  pel  quale  r  ^  i  ;  quest'ultima   equazione  è  divisi- 
bile per  F'  e  riducesi  alla 

(11)  2?  F'"  +  3^/F"  +  (9"  +  8^)F'  +  4-^'^  =  o, 

la  quale  sarà  soddisfatta  assumendo  per  la  funzione  F  (x)  un  polinomio  del  grado  n  di 
cui  il  coefficiente   della   più  alta  potenza  sia  l'unità.  Infatti,  quella  equazione  risultando 


l80  SOPRA    UNA    CL.\SSE    DI    EQUAZIONI    DIFFERENZIALI    LINEARI,    ETC. 

del  grado  ii  -{-  s  —  3,  si  avrà,  eguagliando  a  zero  i  coefficienti  delle  varie  potenze  della  .v, 
un  numero  11  -\-  s  —  2  di  equazioni,  per  mezzo  delle  quali  si  determineranno  gli  n  coef- 
ficienti del  polinomio  F  (.v)  e  gli  j  —  i  coefficienti  del  polinomio  ò  (a)  in  funzione  di 
uno  di  essi. 

Suppongasi 

?  W  =  4  -v'  —  i".  ->■■  —  S, .         '^  (-^0  =  ^x  +  '^, 

F  (.v)  =  X"  +  a.  x-  +  a^  A-^  -I-  . . .  +  «^ . 

Dai  coefficienti  di  a",  a"~'  nella    equazione    superiore  si  ottengono    pei    valori  di 
a,  'ft  le  espressioni  : 

a  =  —  H(H-fi),  '^  =  (2«  —  i)a,  , 

e  dal  coefficiente  di  a"~'  la 

^,(,„  _  ,  +  i)(2„  -  2f  +  1).^..  =  («  -  i  +  i)[8(2»  -  i)a^a,_,  - 

—  (;;  -  f  +  2)(2«  —  21  ■+  3)s.'h-.  —  2(«  —  !  +  3)(«  -  f  +  2)i'.a,_.]  ; 

quindi  : 

8(2«-3)'^  =  ("-0(8''s-«iO, 

24  (2  H  —  3)  (2  «  —  5)  <7.  =  («  -  2)  [8  a;  —  (4  ;,^  —  1 1  «  +  9) g^  a^  _  2  «  (2  h  —  3)^.] 

e  cosi  di  seguito. 

Si  indichino  con  e, ,  c^ ,  t;,  le  radici  della  equazione  o  (a)  ^  0  ;  posto  : 

X  —  i;,  =  (t;,  —  t;,)  sn'  u  ,  x  —  e,  =  (d,  —  t',)  cn'  /( ,  a  —  ^,  =  (t;,  —  e,)  dn'  « 
e 

si  ottiene  facilmente  : 

dn'-C^-cX^     +    2     o(a)>J' 
ma  d'altra  parte,  posto 

,(,,_i),__(2„-i).,  =  (.^_0/;, 

si  ha  : 

^  =  -  («3  -  <;,)  [«  («  +  0  /-^  su-'  «  +  /;]  , 

per  le  quali  l'equazione  diflerenziale  lineare  del  secondo  ordine  qui  considerata  si  tra- 
sforma nella 

g  =[.(.  4-  i)À^s,r.  +  /;];•. 

che  è  la  equazione  di  L\mé  sotto  la  forma  assegnatale  dal  sig.  Hermite  nelle  ricerche 
sopra  indicate. 
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Si  avrà  dunque  in  questo  caso  : 
e  la  equazione  (4),  divisa  pel  prodotto  )\)\,  darà: 

posto 


^«=/r(ÌI 


La  determinazione  della  costante  C  si  ottiene  facilmente  per  mezzo  della  equazione  (6), 
giacché  essendo  per  le  (8)  m  ^  2,  h  =: ^  si  ha  dalla  medesima  : 

(12)  C-  +  9(2FF"  -  FO  +  o'FF  +  4^^^  =  o  ; 

per  cui,    indicando  con  oi  una  radice  della  F(x)  =  o,  ed  osservando  che  per  la  (11) 
quest'ulama  equazione  non  può  avere  che  radici  semplici,  si  otterrà  : 

4.  Ritorniamo  ora  a!  caso  generale  della  equazione  (io),  nella  quale  supponiamo 
ancora  essere  F  (x)  un  polinomio  in  x  del  grado  n.  U  numero  delle  equazioni,  che  si 
deducono  dalla  medesima  eguagliando  a  zero  i  coefEcienti  delle  potenze  di  -v,  essendo 
3  «  -|-  5  —  2,  eliminando  da  esse  gli  5  —  i  coefEcienti  di  '!^  si  avrebbero  3/2  —  i  rela- 
zioni fra  gli  II  coefficienti  di  F.  Ma,  ponendo 

F  =  FO, 

dove  P  è  un  polinomio  del  grado  f,  e   O  un  polinomio  del  grado  t,  per  cui 

il  primo  membro  della  equazione  (io)  contiene  il  fattore  P^'~' ,  e  dividendo  per  que- 
sto fattore  la  equazione  stessa  diventa  la 

(13)  2'^^L  -{-  srr/M  Q  +  >-('■/'  +  SÒ)X  O'  -^  ^r'Y  PQ^  =  o  , 
posto  per  brevità  : 

L  =  r'>F"Q^-\-risP"Q'  +  3P'Q"  +  PQ"')0'-3rO-i){FO'  +  PO")QQ' 

+  (r-i)(2r-i)P(2'', 
M=r^P"(2'  +  r(2P'0'  +  PO")0  — (r— i)PO", 

N=rFQ^PQ'. 
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Quest'ult'.ma  equazione  dà  evidentemente  p-|-3<^-|-^  —  2  relazioni  fra  i  p  -|-  t  -[-  ^  —  i 
coefficienti  di  P,  Q,  •!/.  Escludendo  il  caso  in  cui  e  =  o,  già  considerato  al  n°  pre- 
cedente, la  supposizione  'J  ^=  i  darebbe  una  equazione  di  più  del  numero  dei  coeffi- 
cienti a  determinarsi.  Ma  la  equazione  stessa  (13)  dimostra  che,  indicando  con  l  una 
radice  della  equazione  9  (.v)  =  o,  si  ha  Q(l)  =^  0  ;  si  avrebbe  quindi  nell'ipotesi  su- 
periore : 

Q(.v)  =  .v-;. 

Ora,  dai  valori  di  L,  M,  X  si  vede  tosto  che  i  vari  termini  del  primo  membro  della 
equazione  (13)  sono  divisibiU  per   O',  salvo  i  seguenti: 

(r-i)P[2(2r-i)o-3rao'], 

i  quali  sono  perù  divisibili  per  O,  giacché  .v  —  ;  è  un  fattore  del  polinomio  9  (x).  Ora, 
affinchè  quest'ultima  espressione  sia  divisibile  una  seconda  volta  per  Q,  dovrà  essere 
2(2r  —  i)  =  3''j  ossia  r  =  2,  ed  in  questo  caso  la  equazione  (13)  divisa  per  (a:  —  e)' 
si  abbasserà  al  grado  p  +  i  —  2  e  fornirà  }  -\-  s  —  i  equazioni  colle  quali  si  potranno 
determinare  i  p  coefficienti  di  P  e  gli  5  —  i  coeff.cienti  di  ^. 
Ne  risulta  che,  posto 

}■:)■:  =  f(-v), 

se  il  è  pari    dovrà  essere  P  (-v)  un  quadrato  e  si  rientra  nel  caso  precedente;  se  k  è 

dispari  ed  eguale  a  2  p  -j-  i ,  sarà  : 

f(.v)  =  (x-;)P% 

dove  P  è  un  polinomio  del  grado  p,  e  e  una  radice  della  equazione  o(a')  =  0. 
La  equazione  (13)  divisa  per  4  (a-  —  ;)" ,  supponendo  come  sopra 

conduce  alla 

^P"'  +  BP"-f  CP'  +  DP  =  o, 
essendo  : 

J  =  2(a-':)0(a-), 

5=3(^-0(i6a=  +  4;a  +  4;^-2^J, 

C  =  54^^  -  30H  A  -  6  ;^  -  i-^,  +  8(a  -  ;)K^)  , 

D  =  3(2 A  -  ;)  +  4V(^)  +  4(^  -  ;)V' W- 
Sieno 

e 

P=^^+..x^-  +  ...; 
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i  coefficienti  di  x''*' ,  .v''  nella  equazione  superiore,  eguagliati  a  zero,  danno  per  a, 
seguenti  valori  : 

«  =  -  i(2f  +   0(2?  +3),  '^  =  (2^.  -  e)f  , 

ossia  : 

7?(w  -(-  2)  ,j  n  —  I  -  V.  «  —  I 

oc—  ^^  ,  H—       ^       (_2a,  —  ,j_       ^      a,, 

ranamentando  essere  a,  il  coefficiente  del  secondo  termine  in  F(x). 
Posto  quindi,  analogamente  a  quanto  si  fece  al  n"  precedente , 

ìì(i!  -{-  2)  n  —  i 

— ^ — ■ — -^, a    =  (e,  — t'jw, 


la  equazione  dillerenziale 


-r^  =    ■ — -  k  sn  u  4-  h  \y  , 

du      i      4  '    y 


la  quale  per  ii  pari  coincide  con  quella  di  Lamé,  ha  la  proprietà  per  n  dispari  che,  indi- 
cando con  y^ ,  y^  due  integrali  particolari  della  medesima,  si  avrà  : 

y^y^  — -  ?(sn';i)sn;( , 

essendo  P  un  polinomio  del  grado . 

Passiamo  ora  a  dimostrare  che  gli  integraU  stessi  sono  algebrici. 

5.  Essendo  

yj^  =  Pix)Vx-?., 

la  equazione  (12),  nella  quale  si  ponga  F{x)  =  P(x)yx  —  ;  ed  indi  si  faccia  x  =  ^, 
dà  per  C  il  seguente  valore  :  

mentre  ponendo  in  essa  x  =  x^,  essendo  .v^  una  delle  radici  delia  equazione  P(x)  =  o, 
si  ha  : 

e  la  equazione  (4)  divisa  pel  prodotto  y^y^  conduce  alla 

dx 


'-(t)-^/n; 


yj       J  p(.v)i/(a--E)<pW 

ma  X  —  ; ,  per  quanto  si  è  dimostrato  al  n°  4,  è  un  fattore  di  9  (:v)  ;  quindi,  ponendo 
(p(x)  =  (.v  — $)[j.(x),  si  avrà: 
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e  pel  doppio  valore  di  C  : 

osservando  essere  y- (e)  =:  <?'(0- 
Posto  quindi  : 

^jToó  -  i/jToó  -  2  (.V  -  .)  =  /,  00 ,       1;^)  +  i'.<7)  -  2  (.V  -«)  =  ;,  (a) 

si  otterranno  per  gli  integrali  particolari  )\ ,  )\  i  valori  seguenti  : 


(14) 


6.  Consideriamo  ora  in  modo  speciale  il  caso  particolare  in  cui  h  =  i  ;  si  avranno 
pei  valori  superiori  : 

a  =  —  i- ,  '^  =  0 

e  la  equazione  ditierenziale  risulterà  la 

essendo  sempre  9(.v)  =  4-v'  —  ,:^,.v  —  g-,.  Le  formole  (14)  daranno  pei  due  integrali 
particolari  della  medesima  : 

posto  ij,  (j  in  luogo  di  ',(0'  'z&''  "^  ^^  forma  biquadratica 

/(}'..  jJ  =  «o}1  +  ^'^.y]yl  +  «4^1  ' 

nella  quale  u^,  a^,  a^  sono  costann,  diventerà  : 

/(  V.  >  j.)  =  ^7^  ("o  t:  +  ^^.  '.  '.  +  ^  ';  )• 
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Sieno  g^ ,  g,  gli  invarianti  quadratico  e  cubico  della  forma  biquadratica  /;  si  avranno  le 

^3  =  ^o^T^  +   3  '^^  >  i-,  ^^  ^o'^2'^4  ^l  > 

dalle  quali  : 

4a\  —  ^2 ^j  +  ,?3  =  0  ,        a^a^  =  g^  —  ^a'. 

La  prima  di  esse  dimostra  essere  fl^  =  —  ; ,  e  siccome 
si  potrà  porre  a^  ^  ^n^i  'J   =  'lu  essendo 

^2  =  3;  +  ^^?^,      ^,  =  il-VVW) 

e  la  funzione  /  si  trasforma  nella 

Ma  pei  valori  di  i, ,  t^  essendo 

SI  hanno  le 

i!  =  2,i,  — 2 />?'(;),  tl  =  tJ^-\-  2 /j/ -?'(;), 

per  le  quali  : 

inoltre,  essendo 

\t.  -  ^2^  =  2[2x  +  ;  -  /K^]l/^7(!),     /./,  =  4(.v  -  ;)[2.v+  H  -  VK^Ì  , 

risulterà  : 

/aoo  =  ?'(;) 

o,  pel  primo  dei  valori  di  C  trovati  al  n°  5  , 

f(y\,yù  =  ^c\ 

Gli  integrali  particolari  j, ,  y^  rendono  quindi  la  forma  biquadratica 

/0',>  J2)  =  ■'ia)',  —  ^'-^y^yl  +  'i.jt 

(di  cui  gli  invarianti   sono    i^^,  ^,),  eguale  ad  una  costante  4  C  ;  e  la  equazione  (6), 
nella  quale  facciasi  w  ==  4  ed  F  =  4  C' ,  darà  pel  valore  corrispondente  dell'Hessiano  : 

Ky,,yJ  =  -4C'^; 

da  cui  : 

'^0'..  y.)  +  xf(j,,  jJ  =  o. 

BRIOSCBI,    tomo    II.  24 
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D  caso  qui  considerato  comprende  evidentemente  quello  che  il  sig.  Schwarz  ha 
discusso  alla  pag.  325  e  seguenti  della  sua  Memoria  citata  più  sopra.  Supponendo 
infatti  g^  =  o,  si  potrà  porre  g  =  4^',  e,  trasformando  l'equazione  differenziale,  assu- 
mendo in  luogo  di  X  la  variabile  ^  legata  alla  prima  dalla  relazione  x'  =  V  l,  si  ot- 
tiene la 

d'j        I     4  —  7^;^    dy   .     I  i  

ossia  la  equazione  difierenzialc  ipergeometrica  del  tetraedro,  per  la  quale  : 


7.  Passiamo  da  uldmo  a  dimostrare  un'altra  interessante  proprietà  della  classe  di 
equazioni  differenziali  lineari  del  secondo  ordine  fin  qui  esaminata. 

Essendo,  come  precedentemente,  9  (.v)  =  4  x'  —  g^  x  —  g,,  consideriamo  l'equazione 
differenziale  seguente  : 

le  a,  fi  avendo  i  valori  determinati  ai  n'  3  e  4,  e  i  (.v)  essendo  una  funzione  di  x  che 
soddisfa  l'altra  equazione  differenziale  : 

dt      _     dx 

nella  quale  supponiamo  4>  (<)  =  4  i'  —  Gj  —  G, .  Come  è  noto,  quest'ultima  equa- 
zione è  quella  per  la  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche,  e  si  ha,  per  una  trasforma- 
zione di  ordine  n  numero  primo  , 

^-r(.v)' 

essendo   T  un  polinomio  del  grado ,  ed   U  un  polinomio  del  grado  n. 

Ora,  osservando  che  dalla  equazione  stessa  si  deducono  le 

dj_  _  V^)         !ÌlLi_L  ?'  (-^")  li  —  '^'(0 

dx~~\/^y  dx'~^  2    <flx)  dx~  2rflx)' 

si  ha  evidentemente  essere  : 

„        ^fOO  *(0r^     1      i     4.'(0J;y-1 
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La  equazione  (15)  si  trasformerà  quindi  per  mezzo  della  (16)  nella  seguente  : 

de~^  2  <PQ)  dt  '^    <t>Q)    >  —  "' 

che  appartiene  alla  classe  considerata  più  addietro.  A  ciascun  ordine  di  trasformazione 
corrisponde  quindi  una  equazione  differenziale  (i  5),  la  integrazione  della  quale  dipende 
da  quella  di  quest'ultima. 

Gennaio  1878. 

[Pa.]. 


LXXIV. 

NOTA  ALLA  MEMORL\  DEL  SIC.  L.  KIEPERT  : 
iJBER  DIE  AUFLOSUNG  DER  GLEICHUNGEN  FÙNFTEN  GRADES,,  *)• 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  IX  (1878-79),  pp.   124-125. 


È  noto  che  dalla  equazione  modulare  Jacobiana  del  sesto  grado  : 
(  I  )      (.V  —  ay  —  4  «  (.V  —  '0'  4~  I  o  i  (.V  —  a)'  —  4  e  (x  —  «)  +  5  ^"  —  4  a  e  ^  o  , 
se  indicansi  con  x,  x^,  .v_ ,  .v^,  .v, ,  x    le  sue  radici,  ponendo 

j  =  ^[(.v-.vJ(x,-.vg(.v^-.v.)F, 

1/5 

si  ottiene  la  equazione  del  5°  grado  : 

(2)  y'  +  10  by''  -\-  ^(9  0'  —  4ac)y—8k  =  0  **), 

essendo 

k  =  (e'  —  2'jb^  -{-  25  a'  b*  —  40  «■*/;" e  —  20  a' be'"  -\-  45  abh  -f-  1 6  a^  c')~ . 
Pongasi  ora  a  =  o  nelle  equazioni  (i),  (2),  e  nella  (i)  x^=i,yb,  nella  (2)  y^-n^b] 


•)  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  IX  (1878-79),  pp.  1 19-125. 
••)  Brioschi,  Ueher  die  Auflòsung  der  CUichungen  vom  fùnften  Gradi  [Mathematische  Annalen, 
t.  XIII  (1878),  pp.  109-160  (p.  141)]. 
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avranno  le 

(3)  E'^  +  io$'-4^^:  +  5  =  o, 


n'  +  io-o'  +  45T,  —  Sy~  -  27  =  0, 


dalle  quali  si  passa  alle  equazioni  (1),  (5)  della  citata  Memoria   del   sig.  Kiepert   col 

porre  ^-  =  3 -^ .  La  equazione  modulare  corrispondente  alla  (3),  quando    si    faccia 

^'^  ^^       .  .  . 

uso  dell'integrale  ellittico  nella  iorma  considerata  dal  sig.  Weierstrass  nelle  sue  lezioni, 

è  la  seguente  : 

(4)  ^--^g.^-5g,^-^gl^-fg.S,^--i^gl==o. 

Ora,  nel  mio  lavoro  che  ha  per  titolo  :  Sopra  una  classe  di  forme  binarie,  pubblicato 
nel  voi.  Vili  di  questi  Annali  *),  ho  dimostrato  che  fra  le  radici  delle  equazioni  (3), 
(4)  ha  luogo  la  seguente  relazione  : 

o  reciprocamente  : 


y.  +  f.  +  .o 


Ma,  come  è  noto,  indicando  con  ^■^'•('0  la  funzione  introdotta  nell'Analisi  dal  sig.  Weier- 
strass, si  ha  : 

-i[Kf)+Hf)]' 

e  ponendo  : 
si  ha  : 


da  cui  ; 


<--^=T[Hf)-Hf)]"=i^(-'---^.>- 


•)  [LXXII:  tomo  II,  pp.   157-176], 
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Quindi,  sostituendo  nella  (5)  si  otterrà  : 


Vi> 


Kf)-K?) 


cioè  la  prima  formola  del  prof.  Kiepert. 

Ma  la  equazione  (4)  si  può  abbassare  direttamente;  infatti,  ponendo 

si  ottiene  la 

v^  4"  IO  ■^'^  +  45  ■"'-'  "i 7=^  =  ^ 

(vedi  il  mio  lavoro  citato  sopra,  pag.  37)  *),  nella  quale  i  coefficienti  numerici  sono  gli 
stessi  che  nella  superiore. 

[Tn.]. 


•)  [LXXII:  tomo  II,  pp.  157-176  (pp.  170-171)]. 


LXXV. 
SOPRA  UNA  CLASSE  DI  EQUAZIONI  MODULARI. 


Annalt  di  MatemntUa  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  IX  (1878-79),  pp.   167-172 


I .  Le  equazioni  modulari  che  intendiamo  considerare  in  questa  Nota  appartengono 
a  quel  genere  di  equazioni  che  altre  volte  ho  denominato  Jacobiane,  perchè  le  radici 
di  esse  soddisfano  ad  una  condizione  enunciata  da  Jacobi  nel  terzo  volume  del  «  Jour- 
nal fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik  ». 

Indicando  con  i„,  i^,  ;^_ ,  ;(^ ,  ...  -,,__  le  radici  di  una  fra  quelle  equazioni,  si 
hanno,  come  è  noto,  le 

yr^==±^oV±^i,     ^?,='^o+5i ''"''«,    (s=o, i, ... n-i), 

dove  $  =  <;",  ed  m^ ,  m^ ,  . .  .  sono  i  residui  quadratici  di  ;;,  od   i   suoi  non  residui 
quadratici.  Ponendo  per  una  qualsivoglia  di  quelle  radici  : 

una  classe  di  quelle  equazioni  Jacobiane  soddisfa  a  queste  altre  condizioni  : 

per  le  quali  evidentemente  vengono  a  stabilirsi  delle  relazioni    fra   le   a^ ,  ^z,  ,  «^ ,  . . . 
e  quindi  delle  proprietà  speciali  pei  coefficienti  delle  equazioni   in   :(^.    Per    giungere    a 
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quest'ultimo  risultato  t  perù  d'uopo  scegliere  opportunamente  nei  vari  casi  speciali, 
cioè  secondo  i  valori  di  h,  tanto  il  segno  a  prescegliersi  pei  valori  di  \\„  e  di 
y'Z^ ,  quanto  la  natura  degli  esponenti  numerici  m^ .  Cosi,  per  ?i  =  5  si  avranno  : 

Yi^  =  —  «oiT>       y'\,  =  "^o  "1"  ^"^1 4"  ^''"2  » 

per  ii^-j: 

1'^  =  —  "ol—  7 .  1  ^,    =  '^o  +  ^'''',  +  ^'''h  +  ^''«j  . 

\'^  =  ^u  t^^  .  l '^  =    ^o  +  ^'  ^,   +  ^''  ^.  +  ^"  ^5  •' 

per  H  =  II  : 

ed  analogamente  per  |\Z^  e  ^Z^  mutando  le  a  in  A.  In  generale  saranno  : 

posto  p  =  ( —  i)  ^  ,  e  gli  esponenti  iti^  residui  quadratici  di  n.  Per  stabilire  le  espres- 
sioni delle  1';;;;  è  d'uopo  distinguere  il  caso  in  cui  11  è  della  forma  6^  -|-  i  da  quello 
in  cui  la  forma  di  ;;  sia  6 1,'  —  i .  Nel  primo  caso  si  ha  j/^  =  p  ^o  1^'  >  "^^^  secondo 
V^  =  —  p  (7^  1^;  ;  ed  in  entrambi  sarà  : 


'^=  =  "o+5l'"''''^" 


essendo  in^  residuo  quadratico  o  non  residuo  quadratico  di  11,  secondo  che  la  con- 
gruenza i2i=i(modH)  è  soddisfatta  da  un  numero  !  il  quale  sia  residuo  quadratico 
o  non  residuo  quadratico  di  11. 

2.  Ciò  posto,  sia  «  :=  5  ;  le  espressioni  di  J^;(„  ,    ^Z^   danno    tosto  ^^  =  —  5  a^ 
e  quelle  di  ]\^ ,  \ Z^  le  relazioni  : 

od  in  conclusione  la  condizione  unica  al  -{-  a,  a^  =  0.  Le  equazioni  modulari  del  sesto 
grado  che  hanno  questa  proprietà  sono  note  per  l'uso  fattone  nella  risoluzione  delle 
equazioni  del  quinto  grado. 


SOPRA    UNA    CLASSE    DI    EaUAZION'I    MODULARI.  I95 

Per  M  =  7  si  hanno  le  condizioni  : 

/  rt^rtj  -I-  a^al  -\-  a^ir^  =  o  , 

(i)         Ij^  =  -jal,  A^  =  al-{- 6a^a,a,,         aln^ -\- a^(f. -\- a.a]  =  o , 

\  ala,  -\-  a^a]  -{-  a^al  =  o  . 

Le  prime  due  diano  : 

a  =z  a^a,a   ^=  a'^  ; 

le  altre  tre,  introducendo  le  notazioni  : 

/)  ;=  ala,  -J-  rt^z,  -\-  a] a, , 

e  --=  a]a',  -[-  a' a]  -{-  a'a] , 

d  ^  a'  -{-  a, a',  -{-  a.  a]  -f-  a^al , 

e  ^  -  ab  -\-  a]  -{-  al  -{-  a',  , 

danno  i  seguenti  valori  di  e,  d,  e  in  funzione  di  a,  b  e  di  a^ ,  e  quindi  in  funzione 
di  a^  e  di  /'  : 

e  =  —  a^(b  -f-  3  al) ,         d  ^  ^a^,         a^e  =  —  /r  -(-  5  a^b  —  9  al . 

Ora,  come  ho  dimostrato  nella  mia  Nota  presentata  all'Istituto  Lombardo  nella  adu- 
nanza del  23  gennajo  1868  *)  i  coefficienti  di  qualunque  equazione  modulare  Jacobiana 
dell'ottavo  grado  sono  funzioni  di  a^  e  delle  cinque  espressioni  ii,  b,  e,  d,  e;  le  quali 
sono  legate  dalle  due  equazioni  identiche  : 

ac  —  bd  -\-  r  —  7  rt' /;  =  o  , 

ce  —  d'  —  a' d  —  /''  —  2  abc  —  7  a-*  :=  0  . 

Sostituendo  i  valori  trovati  sopra  per  a,  b,  e,  d,  e  nelle  espressioni  dei  coefficienti  della 
equazione  di  ottavo  grado  calcolate  in  quella  Nota,  si  ha  che,  indicando  la  equazione 
stessa  colla 

risultano  : 

i^arm,     a^  =  é3a^w',     rt^,  =:  —  -joalin', 
(2)    ]  ■        /  ' 

'7  =  ^lil' ^l  —  14- 7' '^o'"  ~f"  ^3-  y'^^ù'"^  —  70.  7 alili'  —  in'],     a^  =  —  7^^ 


•)  Sopra  le  equazioni  generali  dall' ottavo  grado  che  hanno  lo  stesso  gruppo  delle  eq  Ilario  ni  del  mol- 
tiplicatore corrispondente  alla  trasformazione  di  settimo  ordine  delle  funzioni  ellittiche. 
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essendo  alni  =  b  -\-  S  a^;  per  cui,  ponendo 

^       ■>    °'      '  ,11     ' 

l'equazione  modulare  Jacobiana  sarà  in  questo  caso  la 

>''  —  14/  +  63  y'  —'oy'-\-  Ty—7  =  o, 


nella  quale  : 


r  =  ^(--i4T'  +  63T^-70T-7). 


Quella  equazione  contiene  un  solo  coefficiente  non  numerico  ed  è  quindi  la  più  sem- 
plice fra  le  equazioni  Jacobiane  dell'ottavo  grado.  Essa  è  dovuta  al  prof.  Klein  che  la 
dedusse  da  altre  considerazioni,  tanto  nella  sua  Memoria  :  Ueber  die  Transfonnaiion  der 
elliplischen  Functioiien  nnd  die  Auflòsimg  der  Gleichiuigcn  fihiften  Grades,  pubblicata  nel 
tomo  XIV  (1879)  [pp.  111-172  (pag.  143)]  dei  «  Mathematische  Annalen»,  quanto  nella 
Nota:  Ueber  Gleichungcii  siebenten  Grades,  presentata  il  20  maggio  1878  alla  Società 
di  Erlangen. 

3.  Rispetto  ai  risultati  della  quale   ultima    Nota    stimiamo    opportuno    aggiungere 
che,  posto 

a^  =^  -■^'i -^'2  •'^'  >        '^i  =^  ^'^-^'j  '         '^2  ^^  -^'3^1  »        '^j  ^  ■"■1 -^2  > 

le  tre  equazioni  di  condizione  (i)  coincidono  nella  sola  : 

/  =  -^'2  ■^'-  4~  ^'-  -■^'i  ~\~  K  -■^'2  ^^  ^  » 

mentre  è  soddisfatta  l'altra  al=^  a^a,a^.  Ora,  posto 

\  —  X^  .V,  X,  ,  (A  =:  X^  A-^  -j-  Aj  X]  +  a'  A^  ,  V  =  A^  A^  -f  X,  x\  +  A,  A^  , 

si  ha  tosto  : 

quindi  : 

m  =  5  r  —  V  =  b , 

essendo  /;  l'hessiano  della  forma  ternaria  /,  ossia  : 

Così,  ponendo 

À-  =  4:  6'  J_  a'hTL  h^  ,         0  =  4.  6  2;  (±  /.  h,  k.)  , 

covarianti  degli  ordini  14°  e  21°  della  forma  /,  si  hanno  le  relazioni  : 
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■kk  =  —  ^.Q,'  —  ^,frh  +  ^^v) , 

).e  =  //  +  70.7  V/;'  -  63.7'/,»//  +  14.7'À'^/;  -  7-X', 
alle  quali  deve  aggiungersi  la  relazione  identica  : 

[..'=_a(//_i3V/;+7^aO. 
Da  queste  si  ottiene  dapprima  la 

poi  rammentando  i  valori  (2),  si  ha  tosto  che,  ponendo  -  =  'y).^/7,  la  equazione  Ja- 
cobiana  diventa  la  seguente  : 


h''\fh 


v'  —  14/  -\-  6j  >'■•  —  71 
e  siccome  si  ha  identicamente  : 

Cy'-i3/  +  49)0''-5r+i)'  +  ri'/  =  (j'*-i4/+63/  — 70/ 
si  avrà  infine  che  la  equazione  stessa  potrà  porsi  sotto  la  forma  : 


(}''  —  1 3  j'  +  49)  ()■'  —  5  j'  +  0' 


7)% 


(3) 


4.  Per  K  =  II  le  condizioni  a  verificarsi  per  la  sussistenza  delle 

(    t^il   =  ^'o \'—  1 1  >  l'T,   =  ''o  +  ^'^^  +  s"«.  +  .  .  .  +  £"«;, 

sono  le  sei  seguenti  : 

^o  ~  ^'l-\-  3  ('^  '^^  +  «4  «5  +  "s  «'  +  '';  'Zj  +  a,  a])  , 
^0(^1  -f  2fl,a.)  +  2a^a^a^  +  d^a^  -}-  a'^a^  =  o, 
^oC^!  +  2^?^^;)  +  2a^a^a^  -\-  a\a^  -\-  cr^a^  =  o, 
'^o  O^j  +  2  'i-j  « J  +  2  jj  rt^  a^  -f  rt'  rt^  -[-  rt'  a^  =  o  , 
'^o('^4  +  2  a.  a.)  -j-  la^a^a^  -f  a^a^  _|-  a^fl_  =  q, 
'^o(^s  +  2  a,  rt^)  +  2  rtj  fl^^j  -f-  a\  a^  -\-  a\a^  =  o, 
la  prima  delle  quali,  per  essere  //„  =  —  1 1  "o  >  conduce  alla  seguente  : 
"■  =  '^  '^I  +  ^4  ''s  +  ''i  "2  +  ";,  '^j  +  «5  "^  =  —  4  fl^ . 
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Dalle  altre  equazioni  di  condizione  si  deducono  alcune  relazioni  fra  funzioni  cicliche 
delle  cinque  lettere  a_  ,  a^,  a,,  a^,  a.;  funzioni  le  quali,  colla  a^,  compongono  le 
somme  delle  potenze  delle  radici  :;;  e  quindi  i  coefficienti  dell'equazione  Jacobiana  del 
dodicesimo  grado. 

La  proprietà  caratteristica  di  queste  equazioni  rilevasi  però  tosto  dalle  relazioni  (3). 
Infatti,  essendo  per  le  medesime  : 

^;^,  =  ii<,  ^l/^=ii(/„J„,  ^Z^=ii^^ 

per  5  =:  o,  1,  ...  IO,  se  con  S_ ,  S, ,  S,  si  indicano  le  somme  delle  potenze  prima, 
seconda  e  terza  di  tutte  le  radici  -  si  hanno  le 

5,  =:  0 ,         5j  ^  o  ,         S.  =  o  , 

e  quindi  saranno  nulli  i  coefficienti  del  secondo,  terzo  e  quarto  termine  della  equazione. 
I  coefficienti  degli  altri  termini,  dei  quah  ci  riserviamo  dare    i    valori  completi  in 
altro  scritto,  sono  funzioni  intere  e  razionali  di  tre  sole  quantità,  e  cioè  delle 

tì_^,         a^a^a.a  a,  =  /' ,         a"  -j-  a\'  -|-  ";'  -|-  'J^'  -\-  "•'  ^  <^ ■ 

È  quindi  evidente  l'analogìa  fra  queste  equazioni  e  la  Jacobiana  generale  del  sesto 
grado  ;  analogia  la  quale  è  vieppiù  confermata  dal  fano  che  il  coefficiente    del    quarto 

termine  della  equazione  del  dodicesimo  grado  ha  il  valore  seguente  : 

e  perciò,  quando  suppongasi  a^  -\-  b  =^  0,  è  nullo  il  coefficiente  del  quarto  termine  ed 
altresì  quello  del  seguente,  mentre  i  coefficienti  degli  altri  si  riducono  ad  essere  fun- 
zioni delle  sole  a^,  e;  come  appunto  ha  luogo  per  le  equazioni  del  sesto  grado. 

14  novembre  1878. 

[C.]. 


LXXVI. 

DI  UNA  PROPRIETÀ  DELLE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 

DEL  SECONDO  ORDINE. 


Annali  di  Matematica  j 


In  uno  degli  ultimi  «  Comptes  rendus  des  sèances  de  l'Académie  des  Sciences  » 
(23  dicembre  1879)  il  sig.  Hermite,  continuando  la  pubblicazione  delle  sue  ricerche: 
Siir  quelqnes  applicatioiis  des  fonctions  elliptiques,  ha  dimostrato  il  seguente  teorema.  Indi- 
cando con  _)', ,  y^  due  funzioni  di  x  integrali  particolari  di  una  equazione  differenziale 
lineare  del  secondo  ordine,  se  si  suppone  noto  il  prodotto  y^y^:=  :^  degli  integrali 
stessi,  si  potranno  determinare  i  valori  dei  coefficienti  dell'altra  equazione  differenziale 
lineare  del  secondo  ordine  che  ha  per  integrali  particolari  le  espressioni  : 

nelle  quali  e  è  costante,  in  funzione  dei  coefficienti  della  prima,  di  -  e  delle  loro  deri- 
vate rispetto  ad  .v. 

L'esposto  teorema  è  suscettibile  di  una  importante  generalizzazione,  giacché  esso  sus- 
siste altresì  allorquando  i  valori  delle   F, ,   Y^  sieno  i  seguenti  : 

Y,=y^H,,  Y^=y^!i^, 

essendo  /r_,  u^  funzioni  di  x. 

Supponiamo  che  le  due  equazioni  differenziali  sieno  : 

)'"    +Py'  +  '7.v     =0, 
Y"  ^lY'  -\-  mY=Q. 
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Dalla  prima  si  ha,  come  è  noto,  la 
ma,  essendo  J,}'^  =  ;i,  si  ha: 

(2)  ,  j.v; +  }'./.  =  ^'; 

quindi  : 

(3)  )'. y[  =  t(i+  Cr'^'') ,        y.j\  =i(i-  Ce-f^^'). 

Inoltre,  derivando    una    seconda    volta  la  (2),  si  ha  per  la    prima    equazione  differen- 
ziale che  : 

(4)  2;';j:  =  ^"+/.^'  +  25-. 

Ciò  posto^  rammentiamo  che,  indicando  con  P  la  espressione 

P  =  }\  Y'^  —  };  Y[ , 
si  hanno  dalla  seconda  equazione  differenziale  le  relazioni  : 

Ora,  dai  valori  di   F_ ,   7,  si  hanno  le 

Y[  =  y\  ".  +  V,  "'.  '       i",'  =  (2  "':  —  P  ",)  v'.  +  (""  —  ?  ",)>',  , 

^I  =3V'a  + V,",',         7"  =  (2»:— /)«,);■;  4-(h"  —  qu^y^, 
per  le  quali  : 

y-  y-  _  Y'^  Y'[  =  2  («;  ll,_  —  ((,«:)j,' V; 

+  (".  ""  —  2  "',  K  +  ;>  ".  "'■  —  1  ",  ".);■,  )'l 
4"  [""  "2  —  ""  "[  ~\~  q  ("2  "i  —  ".  "DI  <.  ' 

ossia,  per  le  (i),  (3),  (4), 

P=  Ch^  u, r^'^'  —  («;  u,  —  ti\  H^l, 

m  =  —  -^  \{ii\  H,  —  n\  //,)  (^"  +  i'  x'  +  2  <7  ;:) 

+  T^'K«'.'  —  ",""  +  ^'("2".'  —  ".«2)] 

-}- -j- e  e"-'^^'''' [/(,;<"  -j-  /*,!("  —  4  "',  "1  ~l~P("2"i  "t"  -'j  "2)  —  2^H,"J 
-j-  :;;^[(('  (/"  —  n\  h[  -\-  q^'t^n',  —  ",  ",')]>  ; 
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ossia  : 

ni  = y\^  Ce-^f^'(w"  —  6 u\h',  +  pw'  —  2qiv)  -\-  (ii^ii[  —  »,  u'^)^" 

+  T  ["z'K  —  ".""  +  3  />  ("."',  —  ","D]  ^'  +  [«l»"  —  «.'""  +  3  ?  («,»',  —  'i,K)\  l\ , 

nella  quale  w  =  «,  «^ .  Questi  valori  di  P  e  di  m  dimostrano    quanto    si  è  sopra    as- 
serito. 

Se  supponiamo  col  sig.  Hermite  che  sieno  : 

P 
si  hanno  le 


quindi  : 


valori  che  coincidono  con  quelli  dati  dall'Autore  nella  Memoria  citata. 
Se  le  H, ,  u^  sono  integrali  particolari  dell'equazione  differenziale  : 

u"  -\-  111'  -}-  II.U  =:  0  , 

si  hanno,  come  sopra,  le 

"i  "2   —  "2  ".'  =  -0  ^^^''''^  y  ",  «"  —  «,  «"  =  —  DI  C"^''"^' 

u\  n'[  —  ii[u[  =  D^.r^"'" ,         2  u\  u[  =  w"  -j-  Itv'  -f  2  ij-w 
quindi  : 

+  £>'=-'''''k"  +  -^(3P  -  ^)x'  +  (3?  +  ."Od!  ' 


?(-v)   ' 

9(.v)' 

"i  ~ 

,         u\  =  cu^, 

11",  =  e' II,  , 

"2  ■ 

P=C^- 

-2c;^, 

-^[C(^-Sc- 

'?)-2C^"+  j 

? 

ed  anche  ; 


4  [i"'  -\-HP  +  >0  ^'  +  3  (?  +  ,-  +  T  -^P)  ^ 


P 

+  Cwe-^f''(p'  ^±p^-.2q)  +  D^r-^''-'-  (V  4-  i.  V  -  2  .7.)  ] , 
formole  non  prive  di  interesse. 
Febbrajo  1880. 

[Pa. 


LXXVII. 

SOPRA  UNA  CLASSE  DI  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 
DEL  SECONDO  ORDINE. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  appticatat  serie  II,  tomo  X  (1880.82),  pp.  4-9. 


I.  Nel  volume  IX  di  questi  Annali  ho  pubblicato,  col  titolo  del  presente,  un  primo 
lavoro  *),  nel  quale  ho  dimostrato  come  nella  integrazione  di  alcune  equazioni  differen- 
ziali lineari  del  secondo  ordine  possano  giovare  ahre  equazioni  differenziali  di  ordine 
superiore  connesse  alle  prime  da  certe  determinate  relazioni. 

Se  con 

(i)  y"  +py'  +  qy  =  o 

indichiamo  una  equazione  differenziale  del  secondo  ordine,  nella  quale  p,  q  sono  fun- 
zioni di  X  ed  y'  =  --p  ,  è  noto,  per  un  teorema  di  Liouville,  che  la  potenza  enne- 
sima di  un  integrale  particolare  dell'equazione  stessa  soddisfa  una  equazione  differen- 
ziale lineare  dell'ordine  k  -|-  i. 

Sieno  y^,  y^  due  integrali  particolari  della  equazione  differenziale  (i)  tàf(y^,  y^ 
una  forma  binaria  dell'ordine  n  ;  la  proprietà  sopra  ricordata  sussisterà  per  la  forma  /, 
vale  a  dire  la  forma  /  soddisferà  una  equazione  differenziale  lineare  dell'ordine  w  -}-  i, 
di  cui  i  coefficienti  saranno  funzioni  di  p,  di  ^  e  delle  loro  derivate  rispetto  ad  x. 

Sieno,  come  nella  prima  Memoria,  h{y^,  y^,  ^{y^,  y^  i  due  seguenti  covarianti 
della  forma  /: 

Kj. ,  yò  =  f„L - Jl ,      ^(y.>yù  =  2(fA-f, /;,) ; 


•)  [LXXIII:  tomo  II,  pp.  177-187]. 
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posto  : 

si  hanno,  come  nella  Memoria  stessa,  le 

(2)  «(«-I)C 

nelle  "quali  : 

jx  ;=  /^'^'  e  C  una  costante. 
Sieno  ora  : 

/  i'o  =  1  .         -P.  =  o ,         P,  ^  //(a)  ,         P,  =  0(.v) , 

<^^M       P      =    ,     "•       ^  [r  («  -  2) F  P  —  n I-  P;i  +  '"''"~'^  P,  P,_.  ; 

la  equazione  differenziale  dell'ordine  ìi  -\-  i,  alla  quale  soddisfa  la  funzione  F{x),  sarà 
la  seguente  : 

(4)  -^[(«  -  2)f 'P  -  f  PJ]  +  "('••'  -  ^^P.P.-,  =  0. 

Per  una  forma  /  quadratica,  o  per  n  =:  2,  la  equazione  richiesta  sarà  quindi  : 

P;  =  //'(.v)  =  o; 
per  K  =  3  la  seguente  : 

-^(P'0  — P«')  +  ^H'=o, 

ossia  : 

3  P//"  -  (2  F  -  spF)H'  +  (P"  +  ;)F  +  9  <7P)^=  o  ; 

e  per  ?j  =  4  : 

2  fé"  _  (5  F  -  2pF)e'  +  (5  P"  +  5i'P'  +  3M0<='  =  o 
od  anche  : 

2FH"-  -  3(f  '  -  2/P)//"  +  (3F'  +  2lF)H'  -  2(P"'  +  3i)P"  +  1F')H=  o, 
posto 

^■  =  p'  +  2r  + 169. 

2.  Consideriamo  il  caso  ;;  =  2.  La  equazione  H' {.x)  =  0  conduce  facilmente  alla 
nota  equazione  differenziale  lineare  del  terzo  ordine  : 

(5)  f"'+   SPP"  -\-  (P'  -^  ^f  ^  4'])^  +  2ÌC,'  -i-  2pq)F  =^0, 
mentre,   indicando    con  A  il  discriminante   dviUa  forma  quadratica  /,  si  ha  dalla  prima 
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(6)  ^  =  TC^('  P^"  -  ^^"  +  ^~PP^'  +  4  ?n- 

4  "^ 


delle  (2)  : 

(6) 

Sieno  ora  : 


^-  2?(.v)'     ^-<pw 

si  hanno  le 

p-  4-  2;,^  4-  49  =_l3[^(y  +  8^)  +  y(Y  -  ?')]  , 

se  quindi  supponiamo  essere  : 

(7)  ?  =  (T-9')S> 

si  avrà  che  la  equazione  ditìerenziale  prende  la  forma  : 

(8)  29SF"  +  3  ySF"  +  (Y  +  Y'S  +  8<|>S)f'  +  4  W  +  r^)F  =  o,   ■ 
mentre  la  (i)  può  scriversi  : 

(9)  >'"  +  i(f+i)/  +  y^  =  ''- 

Sieno  : 

?(.v)  =  4  X'  —  g^x  —  g^,         y(x)  =  «A-^  +  ex  +  e, 

H.v)  =  /-V+,«,  i(A)  =  aA-+^. 

I  coefficienti    delle    stesse    potenze  di  x  nei  due  membri  della    equazione  (7)  daranno 
dapprima  le  quattro  relazioni  : 

l(a  —  1 2)  =  4  ,  Ib  -\-  in{a  —  1 2)  =  o  , 

Kc  +  S.)  +  mb  =  -  g^ ,  m(c  +  ^J  =  -  g,  , 

dalle  quali  eliminando  a,  b,  e  si  ottiene  la 

4>n'  —  gJ'm-Jr  g,l'  =  0, 

e  quindi  m  =  —  /  e,  essendo  e  una  radice  della  equazione  9  (x)  =:  o.    Posto  /  =  — 
si  hanno  quindi  le 

'^  =  4(P+3).         b^4fe,         c  =  4fe'  —  gX?+  i),  S=  — (x  — e). 

Sieno  e^,  e^,  e.  le  radici  della  equazione  9  (x)  =  o,  e  pongasi  : 
X  —  e,  ^=  {e^  —  <;  J  sn"  it  ,       x  —  e^  =  (e,  —  e  J  cn^  u  ,       x  —  e^  ^  (e^  —  e  )  dn'  ti , 
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per  le  quali  k^  ;=  -^ '- .    Si  hanno  tosto  le 

per  le  quali  e  pel  valore  di  S  l'equazione   differenziale   lineare  del  secondo   ordine  (9) 
prende  la  forma  : 


e  quindi 


dy   ,      ,  .  sn((.cnu.dnM  ^y    ,   ax+fJ 

^  M     '    "^  ^  ^         '•'        X  —  i        dii  '    e.  —  e.  ■' 


o  d'y    ,      cn n. dn u  dy    ,   a .v  4-  P 

1°  se         £  =  <;,,         -1-4 +  ? T^-^ —^y 

'  du  snii      dii         e.  —  e,  -^ 


/■     -,         I      o  d'y         sn  u.  dn  h  e/  v    ,    a  .v  -4-  B 

(10)        <    2    se        e  =  e, ,         -r4  —  F j^H !— ^v  =  o, 

'  -  a  ti  cn  u      due,  —  e. 


3    se        e  :=z  e, . 


f  V  , , sn u.cnu  dy    ,    a x  4-  & 

j^2  —  ?^'" — A j  H y  =  o- 

3  K  dn  H      du    '    e.  —  e.  -^ 


3.  Consideriamo    ora   l'equazione  differenziale   del  terzo   ordine  (8).    Supponiamo 
dapprima  essere  : 

ossia 

V  =  — r  C-^'  —  0  ; 

f 

la  equazione  suddetta  sarà  evidentemente  soddisfatta  supponendo  F(-v)  =  A  costante; 
ed  in  questa  ipotesi  si  ha  dalla  relazione  (6)  : 

dalla  quale  si  ha  tosto  p  -]-  i  =  0.  Le  tre  equazioni  ditferenziaU  del  secondo  ordine  di- 
ventano quindi  : 

o  d' y        cn«.dnH  ^  y  , ,,     , 

I    se         e  ^  e, ,         -^-4 r-  —  "«  «  sn  m.  y  =  0  , 

'  aw  snu      du  ■' 


2    se         e  ==  «, 


d  y    ,    sn  !<.  dn  H  (/  y    ,       , , ,     , 

,  -j~  A r^  +  ?/t  a:  cn  ?/.  y  =  o  , 

dn     '        cnu       du    '  ^ 

o                                    JS',    ,,  snH.cn  M  (fy    ,      ,  ,   , 
3    se         e  =  e, ,         -T-4  +  «   — ] -j^  +  m  dn  «.y  =  0  , 
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posto  a  =  —  nt^.  Supponiamo  la  forma  quadratica  f{y^ ,  y^  =^  y^y^\  sarà  1  = , 

C  ^ 

quindi  m  =  — ^  .  Dalle  due  relazioni  : 


yj.  =  ^>     y.y.—yj. 


Ce-^f'' 


SI  deduce  la 


saranno  perciò 


essendo     X —    /  dx; 


integrali  particolari  delle  tre  equazioni  differenziali  superiori,  risultando  nei  tre  casi  : 

o  ir        7    /•         .  I   ,      dn  M  —  k  cn  u 

I  X  =  k      snudu  ^^  —  log ^ -, — ; , 

J  2      °  dn  ;<  -j-  k  cn  u 

2°  X  =  —  ik  I  cn  udii  =^  —  i ang . sen (À- sn k)  , 

3°  X  ^  —  i  I  dn udii  =  —  i am u . 

Quest'ultimo  caso  fu  già  considerato  dal  sig.  Gyldén  *). 

4.  Ma  si  può  in  generale  soddisfare  alla  equazione  differenziale  del  terzo  ordine  (8) 
assumendo  per  F(x)  un  polinomio  del  grado  n,  ponendo  cioè: 

F(.v)  =  X"  +  a^x"-'  +  a^x"-'  +  .  . .  +  a„. 

Infatti,  il  primo  membro  di  quella  equazione  risulta  del  grado  n  -{-  i  ed  eguagliando  a 
zero  i  coefficienti  delle  varie  potenze  di  x  si  otterranno  n  -\-  2  equazioni,  per  mezzo 
delle  quali  rimangono  determinati  gli  ìì  coefficienti  di  F  (x)  e  le  a,  fi  in  funzione  di 
^2'  .?3>  pj  ^-  O""^'  ^^^  coefficienti  di  x"*'  e  di  x"  si  ottengono  le 

a  =:  —  «("  +  p  +  1)  ,         P  =  —  Mpe  -j-  (2  ?z  -j-  P  —  1)'^,  > 
per  le  quali  : 

^^  =  -[«(«  +  P  +  Oi^_  +  /^]. 

dove: 

^_  n{n-\-  2p-|-  i)g-(2»-f  p—  i)fl.  _ 


•)  «Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sdences»,  2  février  1880.— Vedi  anche 
Nota  del  sig.  Hermite  nel  «Journal  fijr  die  reine  und  angewandte  Matheniatik ». 
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lindi  : 
1°  se 

e  =  e,  , 

2°  se 

e  ^  e^. 

=  "(«  +  P  +  i)Fcn'  it  —  /;, 

3°  se 

e  =:  e. , 

=  "("  +  ?  +  i)dir;(  —  /;.  . 

Supponiamo  ancora  essere  /Q, ,  >',)  =  }',;'2)  quindi  A  =  —  ^;  se  con  a:,  si  indica  una 
radice  qualsivoglia  della  equazione  f  (-v)  =  o  si  hanno  le 

e  per  la  (6)  : 

dalle  quali  : 

ed  infine  : 

essendo  : 

t_  (x^  =  lA^T)  - 1/.7(7)  -  (X  -  xj ,       I,  (.V,)  =  i^^CO  + 1^)  -  (X  -  X,) 

Evidentemente  si  sarebbe  giunti  a  risultati  analoghi   assumendo    per  9  (.v),  y  (.v),  ò  (.v) 
tre  polinomi  dei  gradi  5,  5  —  i,  i  —  2. 

Febbrajo  1880. 

[Pa.]. 


•  LXXVIII. 

SULLA  GENERAZIONE  DI  UNA  CLASSE  DI  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI 
LINEARI,  INTEGRABILI  PER  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Armali  di  3Iateinatlca  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  X  (1S80-S2),  pp.  74-78. 


I.  In  una  Memoria  presentata  all'Accademia  dei  Lincei  nella  prima  adunanza  dello 
scorso  Giugno  ho  dimostrato  come  dalle  proprietà  di  alcune  funzioni  algebriche  irra- 
zionali si  potevano  dedurre  prontamente  i  risultati  già  ottenuti  dai  signori  Picard  ed 
Hermite  *)  rispetto  ad  alcune  equazioni  differenziali  di  terzo  e  di  quarto  ordine  inte- 
grabili per  funzioni  ellittiche.  Nella  stessa  Memoria  io  osservava  come  il  metodo  quivi 
esposto  prestavasi  con  mirabile  semplicità  alla  generazione  di  equazioni  differenziali  di 
più  alto  ordine,  e  specialmente  alla  ricerca  di  certe  due  equazioni  di  condizione  che 
hanno  molta  importanza  nella  quistione.  È  appunto  ciò  che  mi  propongo  dimostrare 
nella  presente  Nota. 

Posto 


considero  le  seguenti  espressioni  : 


t/?W 


0) 


^.  =  ^'  +  ^[y?> 

A.  =  A^A,-\-  A\  \^ , 


*)  Vedi  anche  le  interessanti  ricerclie  del  sig.  Mittag-Leffler  nei  «  Comptes  Rendus  »  del  Feb- 
braio e  Marzo  scorsi. 
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nelle  quali  [J-,  l  sono  due  indeterminate,  A\  =  -j^ '■■■  «^  V ?  è  posto  in  luogo  di  1  9(.v) . 
Osserviamo  dapprima  che,  essendo 

^'  -|-  '!^'  l/«?    ==  2  .V  -|-  ^  , 

si  ha: 

A^  —  2lJ.A^-{-  2X-}-   ?,  —  [/.'  , 

e  da  essa  : 

A'^  =  2  i>.  A\ -{-  2  , 
e  quindi  :  _ 

^.  =  2  p.^,  +  (2  A-  +  ;  —  [>:■)  A, -{-2  19  , 

ossia  pel  valore  di  A^  : 

^.  =  (2  A-  +  ^  +  3  [J:-)A^  +  2  l>.(2  X  +  l-   fO  +  2  t/^. 

Si  noti  ora  che  la  prima  delle  relazioni  (i)  dà,  pel  valore  di  'K-'^O'  *^^^s 

(2)  1^  V  =  ]W)  +  2  (.V  -  ;)  ^.  -  2  (-V  -  ;)  iJ.  ; 
perciò,  sostituendo  questo  valore  di  |^9  nella  superiore,  si  avrà  : 

^^  =  (6  A-  -  3  E  +  3  iJ.')A^  +  2  1'^  +  6  (.  E  -  2  1^.' , 

ossia,  ponendo  

(3)  «=3(^-K),        è  =  2p.'  -6[7.?  -2t/9(r:), 
si  avranno  le 

(     ^,  =  2M.  +  2.V  +  |a, 

ì    ^,  =  (6a-  — fl)^.  -K 

Derivando  quest'ultima  rispetto  ad  x  si  ha  : 

A'.  =  (6x  —  a)A[-\-  èA^, 
e  quindi  : 
(5)  A^  =  {Gx-a)A^-bA^-{-(,Aj^; 

ma  pel  valore  di  A^  si  ha  : 

e  sostituendo  nel  secondo   membro  il  valore   di  \'^  dato  dalla  (2)  : 

Ay^=  {2U.X  -  2-4  - 1'^  ]^.  +  2.V^  +  2(;  -  ,.0-V  +  2[-^^  +  2-:=  -  i?.  +  2f-t' ?(r) , 

o,  pei  valori  (3)  di  a,  b  , 

Ay^  =  (2[/..v4-^ay. +  -f  t)^,  +  2A-'  +  -f<zx  +  -^a=  +  4-':, 
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essendo 

c  =  a'  —  6biJ.—  ss,. 

Infine,  pel  valore  (4)  di  A^  si  ha 

la  quale  espressione  sostituita  nella  (5)  di 

A^=   I2.V^,  +  2bA,-{-C. 

Procedendo  in  questo  modo  si  ottengono  le  due  serie  di  relazioni  seguenti  : 

A^  —  2  X  ^  2\J.A^-\ — ^-r  a  , 

A,  —  6.v^,  ^  —  aA^  —  b, 

A^—  i2xA^  =  2bA^-\-c, 
(I)  (     A^  — 20  xA^^  —  -^dA^  -^i, 

A^  —  30A-^^+  i8c;^A^  =  2eA^  +  5/, 

A^  —  42  xA.  -{-  ^2g,A^  =  —  gA^  —  h  , 

A,  -  ^6xA^-{-S4g^A^-{--j20g.A^:=-fhA,-{-^l, 

xA^ T  ^''9  =  4"  K-  ^2  +  T '^  ^'  +  7"  ^  ' 

xA^  —  Aj^r^  =  — r^^2  — r^^i  — r*^' 

^^3--r^.^?  =  f  ^^.  +  f  (^+3.0^.  +  ^'^, 

xA^  —  2  ^,  1/9  —  <,T^  ^^  =  — r'^^z — r^-^'  — r/> 

xA.^--^A^V^-2g^A^  =  -^eA,_  +  (f-^iSg.)A,-{-^h, 

xA,  —  3A^\f^-Sg,A^-  36b.A^  =  —  ^fA^  —  i-bA^--^l, 

nelle  quali  : 

^  e  -{-  24  g^^=  d  ,  2b''  —  ac  =  f ,  bd  —  ^ae  =^  h  , 

ab—3C[j.=c,        7f+2i6g,=:g,  cd~8be  =  l. 

Si  noti  che,  siccome  le  a,  b,  e  sono  di  2°,  3°,  4°  grado  rispetto  a  [x,  così  saranno  :  e 
del  quinto;  f  e  g  del  sesto;  /;  del  settimo;  /  dell'ottavo;  ecc. 

2.  Se  dai  valori    (j)    di  a  e  di  /;  si  elimina  la    indeterminata  ^,  si  ottiene  fra  le 


212  SULLA    GEN'ERAZIOXE    DI    UNA    CLASSE    DI    EQ.UAZIONI    DIFFERENZIALI,    ETC. 

a,  b,  [I.  la  seguente,  o  meglio  fra  le  a,  h,  e,  \>.  le  seguenti  : 

2-j  y  —  i6ac  -{-  \2ab[J.  —  36  fv-^  —  \2  g^a  -\-  108^?.  =  o. 


66  [i  —  3  ^. 

A  queste  aggiungendo  altre  due  equazioni  in  a,  b,  e,  ]j.  ed  eliminando  dalle  quattro  le 
a,  b,  e  si  otterrà  una  equazione  in  [-/.,  la  quale,  supposta  del  grado  ;;,  darà  n  valori  per 
[A  e,  per  la  prima  delle  (3),  n  valori  corrispondenti  per  ^. 
Ora,  se  le  due  equazioni  sono 


(a,  'i  costanti),  si  ha  tosto  dalle  (6)  che  l'equazione  in  [a  è  del  terzo  grado  ;  per  que- 
sti tre  valori  di  p.  e  pei  corrispondenti  di  l,  dalla  seconda  delle  equazioni  del  gruppo  (I) 
si  otterrà  quindi  identicamente: 

(7)  ^^_|-(6.v-a)J,  +  P  =  0. 

Così  dalla  prima  e  terza  relazione  dello  stesso  gruppo  si  ottiene  la 

(8)  J^  —  12  .r^,  -1-  a(J^  —  2  A-)  +  M,  +  T  =  o  , 
purché  sieno  soddisfatte  le  due  condizioni  : 

2  ^  +  2  [^.  a  4-  ^^  =  0  , 

nelle  quali  a,  p,  y  sono  costanti.  Eliminando  le  a,  b,  e  da  queste  ultime  e  dalle  é,  si 
ottiene  una  equazione  del  quarto  grado  in  fi  ;  e  quindi  pei  quattro  valori  di  jj.  e  pei 
corrispondenti  di  $  la  equazione  superiore  sarà  identicamente  soddisfatta. 

Analogamente,  dalla  prima,  seconda  e  quarta  relazione  del  gruppo  (I)  si  ottiene  la 

(9)  A^  —  20  xA.  4-  a  {A,  —  6  .V  A^  +  :ì(^,  —  2  x)  +  Y^,  4-  S  =  0  , 
purché 

'-d  —  ay.-\-  2  \J.  li  +  Y   =  o  , 

T-  i  —  ia-| '-  a^p  -\-  ì)  =^  0  , 

essendo  a,  ^,  y,  S  costanti.  Anche  qui  la  elimmazione  delle  a,  b,  e  dà  una  equazione 
del  quinto  grado  in  u-,  e  quindi  si  avranno  le  conseguenze  sopra  indicate. 

Importa   notare  che   le  costanti  a,  ji  ,  . . .  ,  le  quah  sono  due  per  la  relazione  (7) 
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del  terzo  ordine,  sono  tre  per  la  (8)  del  quarto  ordine,  quattro  per  la  (9)  del  quinto 
ordine  e  saranno  quindi  «  —  i  in  quella  dell'ordine  ennesimo.  Perù  questo  numero  deve 
considerarsi  come  un  maximum,  mentre  alcune  fra  quelle  costanti  possono  annullarsi 
senza  che  la  equazione  in  [x  si  abbassi  di  grado. 

4  luglio  1880. 

[Pa.]. 


LXXIX. 

SULLE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  DEL  TETRAEDRO, 
DELL'OTTAEDRO  E  DELL'ICOSAEDRO. 


Aiutati  di  Matetiiatiea  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  X  (1H80-82),  p,' 


I.  Le  tre  espressioni: 

I)  t  =  i+ai' 


ni)  ,=.^Jl±A?l^, 

soddisfano  alla  equazione  differenziale  : 

essendo  R(X)  una  funzione  intera  di  i,  purché  per  la  II)  sia: 


27 
e  per  la  III)  sussistano  le 

F  ^  20  ac ,         ic^  =  2 
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Il  valore  della  funzione  R  è  nei  tre  casi  : 

I)  R=^^i^\'+3^~^-h3), 

n)  R^^(^ai'  +  4h), 

m)  i?  =  ^(«-  +  ii/--  +  5^.). 

Dalla  equazione  (i)  si  ha  : 

la  quale  differenziata  due  volte  rispetto  a  /  conduce  alla 

Ma  dai  tre  valori  superiori  di  R(:ì)  si  ha  tosto  che,  indicando  con    p    un    coefBciente 
numerico,  ha  luogo  nei  tre  casi  la  relazione  : 

(3)  ^"(0  =  ?('  +  -f^!7^)' 

essendo  in  ciascuno  di  essi  : 

?  —  -J-  '  P  =  "8"'  ?  =  Ì7' 

ossia 

2(«  —  i)  , 

P  =  -r^ ^     per     n  =  4,  6,  I2. 

Sostituendo  questa  espressione  di  R'X\)  '^^lla  (2)  si  ottiene  la  equazione    differenziale 
lineare  del  terzo  ordine  seguente  : 

Ora,  posto 

la  equazione  stessa  divisa  per  2Q'  —  i)  può  scriversi: 

la  :i  cioè  è  eguale  ad  una  forma   quadratica    (a  coefficienti   costanti)    di    due    integrali 
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particolari  v^ ,  v^  della  equazione  differenziale  lineare  del  secondo  ordine  : 

2.  Pel  valore  di  P  risultando 
se  supponiamo  x.^=v^v^  ed  indichiamo  con  Z(t)  l'integrale 

si  hanno  per  gli  integrali  particolari  v^ ,  v^  i  valori  : 

essendo  C  una  costante.  L'integrale  Z  trasformasi  per  la  relazione  (i)  nel  seguente: 

cioè  le  V, ,  i/j  sono  evidentemente,  nei  tre  casi,  funzioni  algebriche  di  7^. 

La  equazione  differenziale  (5),  trasformata  assumendo  come  variabile  la  7^,  dd 

...  à'v    .     I    R\x)àv         I         / 

nella  quale  /,  p  hanno  i  valori  corrispondenti  sopra  indicati.  Ora,  dalla  t^^v^v^  e  dai 
valori  di  v, ,  v,  in  funzione  di  r  si  hanno  le 


I  = 

dv. 

+ 

".^^ 

e 

dv, 

- 

'■'jt' 

dalle  quali  si  ottiene  la 

dv,  dv,  I      ._         „^. 

Ma  differenziando  di  nuovo  la  prima  delle  superiori  e  sostituendo  alle  — r-f  ,      ,   /    i 

di'   '     di' 


2l8 
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valori  dati  dalla  (6)  si  ha  facilmente  per  quest'ultima  : 

equazione  la  quale  differenziata  rispetto  a  ;;;^  riconduce  alla  (3). 

Il  valore  della  espressione  R  —  iR'  tros-asi  essere  nei  tre  casi 


I) 

n) 
ni) 


R  --J?'  =  ^ p/. 


nelle  quali  p  ha  i  valori  corrispondenti  a  ciascuno  di  essi.  I  valori  di  C  saranno  qu 


2  Va  4 


x^. 


3.  Passiamo  ora  alla  determinazione  dei  tre  valori  di  Z    in    funzione    di    ^    Nel 
primo  caso,  posto 

co  =  ^[41/^  -(«^^+2)1/7], 
si  ottiene  :  _ 

Z  -  ^'^  !..  ,    . 
■^   —    — =  102  (0  1 

quindi  pel  primo  dei  valori  di  C  si  avranno  le 

v^  =  V^.  w  ■*  ,         v^  =  ^-  .  w    *  . 

essendo 


Ma  evidentemente 


^  (0  =  ^[t  v'i-eXi  +  '^O  +  !  sYi  -  £  (I  +  a  O]  , 

yia 

posto  i  =  ^ —  I   ed  indicando  con  £  una  radice  cubica  immaginaria  della  unità.  E  sic- 
come, posto 

4, (^)  =  —1=  [e  i/V-t\i-\-ai')  -  i  V  t/i  _e(i  +  flO]  . 

V —  !a 
si  ha  che 
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sarà  : 

co  i'      ' 

od  infine  : 

Ponendo  nelle  funzioni  (p,  ^  in  luogo  à\  i  -\-  a^    la    t,    si  otterranno  altresì  i  valori 
di  v^ ,  v^  in  funzione  di  t. 

Si  noti  che  pel  valore  superiore  di  w  si  ha  tosto  la 

v]  —  v*  =  —  ^^3  (a i'  -\-  2)  , 
a 
da  cui: 

f(y^ ,  v^)  =:  V*  -\-  2 f/5.  v[vl  —  vl  =  —  ^-^  , 

h (f , ,  v^)Y^  ^=  v^  —  2 YJ. v] vi  —  t»*  =  —  ilA. [  ^ 

essendosi  posto  i  in  luogo  di  i  -j-  'J  \- 
Nel  secondo  caso,  posto 

si  ottiene  : 

Z=  ^logw, 
quindi  pel  valore  di  C  : 

nelle  quali  : 

9(0  =  ^Ì2VR  -  m ,      KO  =  :^(^-\^  +  Vb). 

ya  Ya 

Si  osservi  che,  essendo 

?(OKO  =  f,      ?(0-KO  =  -4|/4, 


/(^i  >  ^2)  =  '^1  "^2  C*^!  —  ■^D  ^=^  —  4 1/  —  —  — 4~ 
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posto  /  in  luogo  di    ^'^  J — ,    in    quest'ultima,    e    rammentando    nella    prima 
a  t^  =  -^  •  Supponendo  inoltre  : 

A  =  i—yTzrj^,      5  =  I  -f-  j/i  —  e , 

i  valori  di  i\  ,  v^  espressi  in  funzione  di  /  sono  : 
Infine,  pel  terzo  caso,  posto 

"  =  7Ì?(4-''^-T*"-^-'"')' 

si  Ottiene  : 

Z  =  — -p=.  log  w  ; 

per  la  quale  e  pel  corrispondente  valore  di  C  : 
od  indicando  con  9  (;;^),  (j/  (0  l»^  funzioni  : 

^(0  =  ^(4-5^l'^+Yk^  +  2-5=^), 


si  hanno  le 


'-WÌ'  -m*- 


Anche  in  questo  caso,  essendo 

?(0H0  =  ^'%      9(0  -  -^(0  =  -  T^"  ^^'  +  '-^''^^ 

si  deducono  le 
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/(■^'i  >  ^2)  =^  '^i ■^jC'^Ì"  ~\~  ^^'^l '"-'ì  —  '^2°)  ==  —  ^-5' 


yi2'a^ 


1 2'  h  (z\  ,  fj  =  —  [v]°  4-  i;;°  —  228  v\  v[  (v'°  —  v'")  +  494  t'',°i'ì°J  = j-t. 

4.  Le  tre  funzioni  /;  (i\  ,  t'J  trovate  sopra  sono  gli  hessiani  delle  corrispondenti 
forme  binarie  f(t\  ,  vj.  Ora  importa  qui  osservare  che  le  tre  forme  f(v^ ,  v^  sono 
costanti  e  che  per  ciascuna  di  esse  si  hanno  le 


D 

'  =  3>l7r. 

n) 

.^-...| 

ni) 

-4' 

essendosi 

posto  I  =  t' . 

5.  Se  nella  terza  delle  espressioni  /  del  n°  i  si  pone  a  =  — ,  sicché  la  corrispon- 
dente funzione  f(i\  ,  vj  diventa  eguale  a  —  i,  si  hanno  le 


t  = 


6    '  12  ' 

e  ponendo  5  - ""  ^  v  si  deduce  dalla  espressione  stessa  la  equazione  : 

v'  -|-  lOv'  —  12<v  -f-  5  =  0, 

vale  a  dire  una  equazione  Jacobiana  del  sesto  grado  per  la  trasformazione  di  quinto 
ordine  delle  funzioni  ellittiche.  Se  n^-lla  equazione  stessa  supponesi  : 

7  _  p  _  4  (i  -  fe'  +  ^'y 

si  ha  : 

.  rrv 

essendo  y-  il  moltiplicatore,  \  h  i  moduli.  La  radice  quadrata  di  una  radice  qualsivoglia 
di  quella  equazione  Jacobiana  soddisferà  quindi  la  equazione  differenziale  lineare  del 
terzo  ordine  (4). 
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§11. 

I.  Posto  I=^t\  la  equazione  differenziale  lineare  del  secondo  ordine,  della  quale 
ci  siamo  occupati  nel  §  precedente,  si  trasforma  nella 

co  S  +  ''j-7+2'  =  °. 

posto 


6    /(i— i)'  "^       72  n{i—I)  • 

Siccome  è  noto,  la  equazione  superiore   è   una    equazione    differenziale    iper geometrica, 
cioè  i  suoi  integrali  particolari  possono  esprimersi  per  mezzo  di  serie  ipergeometriche. 
La  forma  generale  di  queste  equazioni  è  la 

e  da  essa  si  deduce  la  (i)  supponendo  : 
y  =  v,         /  =  ;  ,         :x 

Si  ponga  ora  in  quest'ultima  : 
.  y        e  —  b  X  —  a 

la  equazione  stessa  si  trasformerà  nella 

3)  y"  -}-py'  +  qy  =  o, 


dove 


dy  -,  _  d'y 


y  ^tz'     y 


dx  '        ■'         dx' 


(4)  ) 

[^~  4 A  |_(.v  — iy"^   .^_^  -r  ^._^  ^_^  j. 

essendo  \=^{b  —  e)  (e  —  d)(a  —  V). 

Ci  proponiamo  in  questo  §  di  determinare  i  valori  delle    \   [a,  v;   a,   b,  e,    pei 
quali  le  due  equazioni  differenziali  (i),  (3)  si    trasformano  l'uaa    nell'altra,   ossia   pei 

quali  un  integrale  particolare  y  della  seconda  si  possa  dedurre  dal  corrispondente  inte- 
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graie  particolare  v  della  prima  per  mezzo  della  relazione  : 

essendo  w  una  funzione  di  x  ;  colla  condizione  che  la  I  sia  una  funzione  razionale  di  x. 

2.  Derivando  la  equazione  y=zu'v  due  volte  rispetto  ad  x  e  sostituendo  i  valori 
di  y,  y',  y"  nella  (3)  si  ottiene  una  equazione  differenziale,  la  quale,  dovendo  coinci- 
dere colla  (i),  conduce  alle  due  relazioni  : 


PI 


■■=/"+ (4 +^)^'- 


La  prima  di  queste  dà  tosto  : 

L      w 
le  costanti  D,  C  essendo  quelle  delle  due  relazioni  : 

Pel  valore  di  P  si  avrà  quindi  : 

/'  _   D_  e^  _]l  ±_ 

l'\i  —  / 
posto 


La  seconda  relazione  per  questo  valore  di  w  diventa  : 

essendo 

e  se  in  essa  si  pone  per   Q  il  suo  valore  e  per  /'  il  valore  dato  dalla    precedente,    si 
giunge  alla 

4-       12C-    T^Mog-/)         id\ogr,y        I      "I 

Questa  espressione  per  /  dimostra  che  la  condizione  posta,  dover  essere  /    una    fun- 
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zione  razionale  di  .v,  esige  sia  n'^  una  funzione  razionale;  perciò,  ponendo 

v^  =  'K-v), 

sarà  ij>  (.v)  una  funzione  razionale  di  -v,  e  si  avrà  : 

(6)  /  =  i5K-v)1"(-v), 

nella  quale  : 

D'altra  parte,  dalla  equazione  (5)  si  deduce  la 

se  quindi  da  quest'ultima  e  dalla  (6)  si  elimina  la  7,  si  otterrà  fra  le    J/,  p,  q    la    re- 
lazione : 
(9)  2pS(3^<D'-f  <L'*y  =  <|/(i  —  S4/<I>'). 

Le  espressioni  (4)  di  p,  q  danno  pel  valore  di  II  la 

nella  quale  : 

^(,.)  =  (.v_«)(.x--/0(.v-O, 

M(.v)  =  ^(i  -  V){a  -  b)(a  -  c)(x  -  OC-v  -  0, 

il  segno  sommatorio  indicando  la  somma  di  tre  termini  formati  analogamente  al  primo. 
Ora,  se  nella  (8)  poniamo  e,  in  luogo  di  I,  ritenendo  per  ^  il  valore  (2),  si  ottiene  : 


,,  Q-c)Cb-aXx-cXx-a) 


e  quindi 


,r^2{a-h)(a-c)       35(/,-0(/,-a)   ,    27  (e  -  a)  (e  -  b)l 
PL  X  —  a  '  X  —  b  ~^  X  —  e  J' 


72  n  —  «Il 

? 

allorquando  nel  valore  di  n  si  sostituiscono  a  1,  a,  v  i  valori  corrispondenti  ad  I^l. 
Quest'ultima  equazione  dimostra  dover  essere  : 

K.v)  =  (-v-'O'(-v-/0'(^-cy, 

posto  a  =  4,  P  =  5,  7=3- 

Assumendo  in  generale  questa  espressione  per  '\i  (.v)  colla  condizione  che  le  a,  [i,  y 
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sieno  numeri  interi,  positivi,  si  avrà  : 
essendo 

i(.v) = 2<?2;?Y(v  -  ")  -x<''  -  '■^^■'  -  ^'y^-'  -  0^ 

inoltre,  indicando  con  *I^(.v)  ed  A'(.v)  le  due  espressioni: 
T(.v)  =  I(.v)  +  36M(x), 

si  avranno  per  le  (6),  (7),  (9)  : 

(11)  2pS[3o,xi"_M-^(6-a)(.v-/0(.v-Oj  =  iV- S«^ 

nella  seconda  delle  quali  supponendo  ciascuna  delle  a,  p,  y  non  maggiori  del  numero  6, 
l'uno  e  l'altro  membro  sono  funzioni  intere  di  x. 
Si  avrà  infine  : 

(12)  u'  =  (x-ay'(x-hy'(x-cy^, 
posto  : 


[a-6(i  -).)]>         P,=~[;— 60.  +  ^)],         T.  =  Y^[T-6(i-v)]. 


Nelle  ipotesi  sopra  espresse  le  equazioni  (io),  (12)  risolvono  adunque  il  problema  che 
abbiamo  di  mira,  mentre  la  equazione  (11)  considerata  siccome  equazione  identica  sta- 
bilisce le  necessarie  condizioni  alle  quali  devono  soddisfare  le  a,  p,  y  ;  >^,  [;'.,  v  ;  a,b,  e. 

3.  La  espressione  V(.v)  è  in  generale  un  polinomio  del  4°  grado,  perciò  il  primo 
membro  della  equazione  (11)  sarà  del  12°  grado,  come  pure  sarà  del  12°  grado  il 
secondo  termine  del  secondo  membro.  Il  primo  termine  del  medesimo,  non  potendo 
essere  di  grado  superiore  a  12,  dovrà  quindi  verificarsi  la 

àT  =  ='•-{-  1^  +  Y     non     ■<  6. 

Supponiamo  g  "^  6  ;  eguagliando  i  coefiìcienri  di  ,v'^  nei  due  membri  della  equazione 
(11)  si  ha  : 

2?s\g  —  ^y{s  - 12)^  =  -  0'  {g  — 12)' , 

BRIOSCHI,    tomo    II.  29 
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la  quale,  rammentando  essere 

2(«  — i) 
p  =  -A__Z     per     „  =  4,  6,  12, 

è  soddisfatta  nei  due  casi  : 

,       .  H  I 

(13)  ^  =  12,  !r  =  i2--^; 

e  siccome  supponendo  ^  =  6,  dal  confronto  di  quei  coefficienti  si  onerrebbe  per  S  un 
valore  numerico  costante,  il  che  evidentemente  non  può  sussistere,  possiamo  concludere 
che  i  soli  valori  di  g  a  considerarsi  sono  i  due  superiori  (13). 

4.  Se  nel  valore  di  H"  (.v)  si  sostituiscono  in  luogo  di  .v  le  a,  b,  e  si  ottengono  le 

Wia)=  [36(1  -V)  -  a(i2  -  a)]Oz-  /^y  (a-  e)' , 

w(b)  =  [36(1  -i>.')  -  ?(i2  -  'mi^-cy(_b-ay , 
»i-(0  =  [36(1  -  vo  -  Y(i2  -  ^)](c-ayic  -  by , 

e  siccome,  operando  la  stessa  sostituzione  nella  equazione  di  condizione  (11),  si  hanno: 

W  (a)  =  o     oppure     W  (a)  -}-  2  p  (6  —  a)'  (a  —  by  (a  —  e)'  =  o 
e  le  analoghe,  dovranno  sussistere  fra  le  a,  [j.,  v  ;  a,  f^,  y  le  seguenti  relazioni  : 

6  —  a  .  Il      6  —  « 

k  =  — -: —      oppure 
6 

(M)  i    .^^         .. 

~       6  w— 2       é       ' 

per  H  =  4,  6,  1 2.  Da  queste  relazioni,  considerando  che  per  la  namra  del  problema 
le  >v,  [1;  V  devono  essere  frazioni  numeriche  minori  dell'unità,  si  deduce  tosto  che  le 
a,  fi,  y  non  possono  avere  valori  maggiori  di  cinque  o  minori  di  due. 

5.  Consideriamo  dapprima  il  caso  in  cui 

a  =  «-|-  |i-f  y=  12. 
Il  pohnomio  U'  (x)  si  riduce  al  secondo  grado,  risultando  in  questo  caso  : 

L  (x)  =  -  '^  y  ih  -  OX-v  -  ^y  -  Y  ^  (e  -  ay  {.x  -  by  -  a  ^^  (a  -  by  (.v  -  0^ 
e  ciascun  membro  della  (11)  diventa  del  sesto  grado. 


n 

— 

2 

6 

n 

6 

— 

P 

n 

— 

2 

6 

n 

6 

— 

Y 
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Si  noti  che  le  a,  <^,  y  possono  permutarsi  nei  valori  di  /,  iv  senza  alterare  i  va- 
lori stessi,  purché  si  faccia  subire  la  stessa  permutazione  alle  a,  b,  e;  le  condizioni  tro- 
vate sopra  per  a,  p,  y  non  possono  perciò  dar  luogo  in  questo  caso  che  alle  tre  com- 
binazioni : 

/     a  =  4  ,         P  =  5  >         T  =  3  . 

(iS)  «  =  4,         P  =  4>        T  =  4, 

\    «  =  5  .         P  =  5  ,        y  =  2  . 
La  espressione  ^(x)  essendo  del  secondo  grado,  non  possono  essere  insieme  W(fl)  =  o, 
V(^)  =  o,    W(c)  =;  o.    Supponiamo   dapprima   sieno   nulli   due   fra   quei  valori,  per 
esempio  : 

W(_a)  =  o,         W(r)  =  o; 
si  avranno  le 

■^  _  6  —  g  _       »       6  —  ^^  _  6  — y 

per  le  quali  il  valore  di  U"  (.v)  diventa  : 

(i6)  T(.v)  =  _  2  f  (6  -  '^y(b  -c){b-  a)(.v  -  OGv  -  a). 

I  valori  di  I,  w  sono  in  questo  caso  : 

/  =z  -  8  S  :^  (6  -  li/  (/>  -  0^  (b  -  ay    ^^  ~  '^'^"^  ~  ''^    ,         w=i, 
e  la  equazione  di  condizione  (ii)  si  riduce  alla 

(  "    (.v-a)(.v-r)o    ' 

essendo  cdhie  precedentemente  A  =  (/;  —  e)  (e  —  a)  (a  —  b). 
La  i"  combinazione  x  ^  4,  {^  =  5,  y  ="-  3  conduce  alla 


ossia  alla  I  =  i>,  come  doveva  essere  per  quanto  si  è  veduto  nel  n°  2;  e  la  combina- 
zione a  ^  4,  fi  =  4,  y  =  4  dà  per  /  il  valore  : 

r  (b-c)ib-a)    (x~cXx-a) 

-     ^     (.-0=      •      (x-by      ■ 

La  terza  combinazione  (15)  non  può  sussistere  nel  caso  attuale,    come    provasi    sosti- 
tuendo per  a,  p,  y  questi  valori  nella  (17). 
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Se 

suppongonsi  invece  : 

^ 

•(-)  = 

0,       ^-('0  = 

=  o  j 

vale 

a 

dire  si  permutano  le 

h. 

e;  'P, 

Y;  [A,  V,  sono 

,..-' 

, 

p-  = 

6 -Si 
"       6       ' 

v  = 

n 

n 

2 

6 

é 

jr 

e  si 

ha 

per  la  (12): 

(^v 

e  permutando  le  ^,  y;  /',  e  nel  valore  superiore  (i6)  di  H"  si  otterrà: 

M-(-v)  =  -  2  f  (6  -  v)Xc  -  h)(c  -  «)(.v  -  i)(.v  -  a) 

ed  analogamente  per  la  (17).  Si  giungerà  così  ai  due  valori  di    /    corrispondenti    alle 
prime  due  combinazioni  (15),  nelle  quali  si  permutino  le  ^,  y;  cioè: 

b-c  x-a  ,  ^  (c-b)(c-a)     (x  -  b)(x  -  a) 

^  -  V=r:i  .V  _  e  '       ^-     -^      {a-by      ■       (a-  -  0^ 

non  potendo  sussistere  anche  nel  caso  attuale  la  terza  combinazione  fij)- 

Riassumendo  si  ha  che,  supponendo  eguali  a  zero  due  fra  i  valori  di  *I'(-^')  cor* 
rispondenti  ad  x:=a,  x^b,  x  =  e,  si  presentano  i  seguenti  risultati  : 


\ 

per     s 


li  =  5, 


si  hanno  : 


6(«-2)' 

—  b  X  —  a 


—  b 


per 


a  =  4 
1  =  - 


3    '  '  3    '  3 («  —  2)  ' 


/.v-^V'"-%,  r  (c-l')(c-a)(x-b)ix-a)__  ^l 

Negli  altri  due  casi  le  y-,  v  si  permutano,  i  %'alori  di  /  si  ottengono  dai  superiori  cani- 
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biando  la  E  in  ? — - —  e  nell'uno  è  y  ^v,  nell'altro 
E  — 1  ^         ' 


{i^r- 


Passiamo  a  considerare  il  caso  in  cui  una  sola  delle  funzioni  W(a.-)  corrispondenti  ad 
.V  ^a,  b,  e  sia  nulla.  Supponiamo  sia 

Si  hanno  le 

n      6  —  X  Il      6  —  p  6  —  y 

~  Il  —  2      6'         ^'  ~  Il  —  2       6       '  ~~       6       ' 

ed  il  valore  di  1'  (.v)  : 

yV(x)  =  -2f(b-aXx-.c)Ri.), 
essendo 

i?(.v)  =  (6  -  ^yQ,  -  r)(.v  -  a)  +  (6  -  .y(c  -  a)(x  -  b)  . 

Sieno  a  =  4,  p  =  5,  Y=3;  la  equazione  di  condizione  (11)  si  riduce  alla 

8.27^p'A(/'  — oo^  — ^y  =  1, 

per  la  quale  alle 

I!  Il  I 

3  («  —  2)  '         6  (k  —  2)  '  2 

corrispondono  i  valori  : 


[Q-c)(x-a)  +  4(ic-a)(x-b)Y i   (;  -  4)' 

27  (b-cy {e -a)  ^x-ay^x-b)  27        ^^       = 

In  secondo  luogo,  supponendo  «  =  5,  fi  =  5,  Y=2  si  hanno  le 

6  (h  —  2)  '         ""■  ~  6  («  —  2)  '         "  ~    3   ' 

ed  i  valori  : 

'-  4    (,_.;)(<;  _/;)(.v-a)(.V -^.)  4  i  ' 

Infine,  ponendo  a  ^  3,  P  =:  5,  y  =  4  e  permutando  le  a,  e  si  ottengono  per 
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-     3     '  >-  6(«-2)'  2(«-2) 

j_ h-c         (x-.)[(/— c)(.v-.)+8(^-0(.v-/;)]'_        I  ;(^+8)^ 


=mr- 


Le  altre  due  combinazioni  a  =  p  =  y  ^  4;  a  ^  2,  P  =  5,  Y  =  5  essendo  escluse  per 
la  sussistenza  della  (11),  non  si  hanno  a  considerare  altri  casi  nella  ipotesi  che  una 
sola  delle  W(^a),  W(b),  W{c)  sia  nulla. 

Supponiamo  da  ultimo  che   nessuna    di    queste    funzioni    sia    eguale    a    zero  ;    si 
avranno  allora  le 

n       6  —  X  71       6  —  fi  w       6  —  y 

n  —  2       6       '  ti  —  2        6       '  ti  —  2        6       ' 

W  =  20  [5;(iy(/>  -  cy(x  -  ay  -  36  V(«  -  h){a  -  c^x  -  OC-v  -  O]  ■ 

Se  a  =  fi  =  y  ^  4  si  ottengono  così  le 

^  "  n  __  n 

'  —  3  („  _  2)  '  '"■  —  3  (//  —  2)  '  "  ~  3  («  —  2)  ' 

4  I  [(.-/^)(^-o(x-^>)(.v-o+(^-o-(-v-^y]'_  4(1-;+^' 

27  A^  (ix-ay(x-by(x-cy  -27  r(i-;y  ' 

L'altra  combinazione  a  =  fi  =  5,  y  =  2  dà  luogo  alle 


6  ("  —  2)  3  («  —  2)  ' 

r    ^  __^ [1 6(c-aXc-bXx-aXx~b)-i-(a-by(x-cyy'        i     (1  +  14^+^-)» 

4.27A(è-fl)'  (^_^)(.v_/,)(.v-c)^  -4.27       £(1-?)^     ' 


,_p-^)(-^-07'-', 

>-L        (-v-è)^        J  ' 


La  supposizione  a  =  4,  fi  =  5,  Y  =  3  non  è  sussistente  in  questo  caso,  come  si  dimo- 
stra tosto  colla  equazione  di  condizione  (11). 
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Riassumendo  i  risultati  di  questo  n"  possiamo  concludere  che,  allorquando  sia 

«  +  E^  +  T=  12: 

1°  se  due  dei  valori  di  *1'(a;)  corrispondenti  ad  x  =  rz,  b,  e  sono  nulli  [•I>(a)=:o, 
^  (e)  =  o],  possono  essere  : 

*  =  4.         {^  =  5>        T=  3. 

e  quindi  : 

,  _  J_  _  «  _  J_ 

3    '  '"■  -  6  («  —  2)  '         "  ~    2   ' 


3   '         '         3  («  —  2)'  3    ' 

se  uno  solo  dei  suddetti  valori  è  nullo  [<I>  (e)  =  o],  possono  essere  : 

'^  =  4  ,         P  =  5  >         T  =  3  . 


oppure  : 

='=  3> 

P  =  5,        T  = 

4, 

oppure  : 

a=  5, 

?  =  5,        T  = 

:  2  , 

per  le  quali  : 

n 

n 

I 

3(«-2)' 

^-6(«-2)' 

2 

oppure  : 

" 

?i 

I 

'          2(.-2)' 

'-          6(«-2)' 

3 

oppure  : 

:            " 

II 

2 

'■-é(«-2)' 

'^-        60; -2)' 

3 

3°  infine,  se  nessuno  di  quel  valori  è  nullo,  sussistono  le 

oc=z4,         li  =  4,         T  =  4. 

=^  =  5,        {^  =  5>        T  =  2; 
ed  in  conseguenza  : 


3  («  —  2)  '         "^       3  («  —  2)  '  3  («  —  2) 

.    M  «  2  ?J 

~é(«-2)'  ^"6(«-2)'         '  -  3  («  -  2) 

Devesi  notare  che  il  primo  grappo  di  valori  delle  /.,  [j.,  v  soddisfa  alla 
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^  +  ^^1^-  + 


il  secondo  alla 
ed  il  terzo  alla 

Nelle  ipotesi  di  »  =  4,  6  alcuni  fra  i  valori  superiori  di  )>,  [>.,  v  devono  escludersi  se 
i  valori  stessi  si  sottopongono  alla  condizione  di  essere  minori  dell'unità. 

6.  Esaurito  così  il  caso  di  g^  1 2,  passiamo  a  considerare  l'altro,  pel  quale,  come 
si  è  dimostrato,  si  ha  : 

Ora  H'C-"^')  essendo  del  quarto  grado,  potranno  essere  insieme: 

W(a)  =  0  ,         W(b)  =  o,         vi'(0  =  0  ; 
e  quindi  : 

6  —  a  _    6  —  li  _  6  —  y 

^  -  — 6~"  '      ^-  ^  T~  '     '  -  ^~r~  ■ 

Il  valore  di  W  (x)  diventa  così  : 

T(.v)  =  (^.v  +  £)?(.v), 
essendo  : 

^  =  -.(12-^0.  B  =  (l2-s)[i^-2^)a  +  (s-2^,)h^(ia-2^)c] 

e  l'equazione  di  condizione  (11)  si  trasforma  nella 

2 ps[3  ^?  -  (^.v  +  B)J_(3  -  «)(-v  -  0(-v  -  0]  =  Y  -  hi^-^  +  By, 

nella  quale  il  grado  di  N  è  — ^^ — '  ~-^ ,  e  perciò  sempre  superiore  a  6.  Si  può  quindi 
supporre,  sia  per  n  =  4,  sia  per  ìi  =  6,  sia  per  n  ^=  12,  che  una  almeno  delle  a,  p,  y, 
per  esempio  la  y,  sia  eguale  a  3  ;  l'equazione  di  condizione  superiore  diventa  allora  di- 
visibile per  X  —  ce  si  ha  : 

2fS(-v-OÌ3^(-v-'^)(-v-0-G^-^  +  S)[(5— )(^-/0  +  (3-'^)(-v-«)]r 

^^'         _,^(,._«)(.v-/0(^-v  +  5y. 


(.V—  0? 
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Se  n  :=  4,  dovrà  essere  a  -f-  P  =  6  ;  quindi  a  =:  fi  =  3,  oppure  a  ^=  4,  ^  =  2.  Nel 
primo  caso,  ricordando  che  p  =  -^ ,  l'equazione  di  condizione  si  riduce  alla 

3. 9*^9  (.%■)=  1  +  9'i5(3.v  — fl  —  b  —  0'> 

la  quale  è  soddisfatta,  se 

a^  -]-  y  -\-  c^  =^  bc  -{-  ca  -\-  ab  , 

3.9'naib  -  cy  +  hic  -  ay  +  c(a  -  by]  =  i  . 
Si  avranno  così  le 

j^_J isx  —  a  —  b  —  cy  __  V 


3    a^b-cy  +  bic-ay  +  cia-by  '      '-  (■^_i^^i- 

In  secondo  luogo,  supponendo  x  =  4,  fi  ^  2,  l'equazione  di  condizione  conduce  alle 

a  —  4b-\-3C  =  o,         12. 9*^  (h  —  e)'  =  i , 
e  perciò  : 

,___!_  (>-  —  »)(>■  -  by         _      V 

Per  «  =  6,  essendo  x  -}-  ?  =  7»  potranno  essere  a  =4,  fl^3;a^5,  p^2.  Nel 
piirno  caso,  la  equazione  di  condizione  condurrà  ad  una  relazione  fra  le  a,  b,  e  ed  alla 
determinazione  del  valore  di  ^  ;  e  cioè  : 

e  si  avranno  le 


>  =  —  ,       P- 


;^       5-4'    (x  —  a)(sx  —  a  —  2h  —  2cy 


3    '      "'  2    '  f  (2a  —  b-cy 


(.V  -  by 


Il  secondo  caso    «  =  5,  ^  =;  2    non  può  sussistere;  ma  devesi  inoltre  considerare 
combinazione  a  =  p  ^  4,  y  =  2,  per  la  quale  sono  : 

2  e  —  a  —  Z;  =  o,  7.  =  u.=r— ,  V=:  — 
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ed 

Infine,  se  w  =  12  e  quindi  i^'  =^  11,  si  hanno  dapprima  a^4,  ^  =  4,  y^3  e 
quindi  1^-^  ,  ;;.  =  -5-,  v=:-^.  Anche  in  questo  caso  si  ha  una  equazione  di  con- 
dizione fra  le  a,  h,  e,  cioè  la 

135  (^-'0(^-0  +  é4(a- 0^  =  0, 
e  saranno  : 

j  ^  Jjl  (x  -  g)  (.v  —  />)  (1 1  A-  —  3  fl  -  3  />  —  5  0'  ^         V 

Le  altre  combinazioni  devono  essere  escluse. 

Supponiamo  in  secondo  luogo  che  due  fra  i  valori    di    W(.v)    corrispondenti    ad 
X  =  a,  b,  e  sieno  nulli  ;  sieno  cioè  : 

e  quindi  :  * 
6  —  a.                n      6  —  p               6  —  y 

n  valore  di  H'  (.\)  sarà  : 

U- (,-)  =  (,-_  a)  (x-Oi^W, 

indicando  R  (.v)  il  polinomio  : 

i?(.v)  =  (12  -iO(-v-^)[-  .-x  +  (.  _  2a)a  +  (.  _  2'^)^  +  (^-2y).] 

-2p(6-'^y(i-g)(^-c) 

e  la  equazione  di  condizione  si  trasformerà  nella 

2  f  S S 3 ?  K'-R  [(3—)  (v-/')  (a-O  +  (6-^)  (.v-0 (.V-.)  +  (3-;)  (.v-a)  (.x-è)]^ 

=  ? w V  - 'H-^- - '^)(a- - 0^' • 

(x-ay(x-0 

Suppongasi  ora  dapprima  y  ^  2.  Posto  in  quest'ultima  x  =  e,  vedesi  tosto  dover  es- 
sere R  (e)  =r  0,  e  quindi  : 

(18)    (12  -  g)[Q  -  2a)a  +  (.  -  2'^)b  -4C]  +  2p(6  -  '^y(b  -  a)  =  o , 

relazione  lineare  fra  le  a,  b,  e  che  deve  verificarsi  pei  tre  valori  di  n  ;  ed  il  %-alore  di 
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W  (.v)  diventa  : 

^'(■v)  =  -  [K12  -  ?)(-v  -  Z')  +  2p(6  -  ?.y(b  -  a)](x  -  a)(x  -  cy. 

Sia  K  =  12,  quindi  ^  =  ii  ;  sari  a  =  4,  (^  ==  5,  da  cui  : 

>^  =  T,         [^  =  T'         ''  =  T- 
Fra  le  a,  h,  e  dovrà  sussistere  la  relazione  (18),  ossia  la 

(19)  i6fl  + 9/'  — 25c  =  o 

ed  il  valore  di  R  (.v)  sarà  : 

Rdx)  =  -  ^[y(x  -l,)  +  b-aKx-  e). 

Posto  questo  valore  nella  equazione  di  condizione,  questa  risulterà  dapprima  nuova- 
mente divisibile  per  (,r  —  cY,  ed  avendo  riguardo  alla  (19)  la  equazione  stessa  si  ri- 
duce alla 

ULÉ^h(a-by^i, 
per  la  quale  si  avrà  : 

r_ 5'     (-^  —  a)  jx  —  0'  (25  X  —  g  —  24  by 

'-        ,-.4'  {a-by{x-b) 


y  = 

1 

[ 

V 

(-V- 

-bf 

Siene  in 

secondo  luogo. 

per 

n  ■■ 

— 12, 

e  quindi 
si  ha  : 

a 

1 

•  4> 

--  4> 
T  ' 

V 

= 

3 

i?(,.)  =  (.V  _  /;)(_  II  .V  4-  3.r  +  3/,  _|-  5,)  _  4_Li(/,  _  ,)(/,  _  ,)  . 

e,  posto  questo  valore  nella  equazione  di  condizione,  si  ottengono  da  essa  le  due  sole 
relazioni  : 

64  a  —  189  i  -|~  125  e  =  o  , 


3^4'.  7 


'lil^^a-by  = 


5 
per  le  quali  : 

I  [5'  (,v  —  b)  (25  A-  —  a  —  24/0  —  4*(fl  —  byy  (,Y  —  a) 

3M'-7'  (è-ay(x-èy 

ed  y  come  pel  caso  precedente. 
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Suppongasi  ora  un  solo   valore    di    U"  (.v)    per    .v  =  a,  b,  e    eguale    a    zero.  Sia 
W  (a)  =  o  ed  in  conseguenza  : 

6  —  a  Il       6  —  '|i  n       6  —  y 

~       6      '  '         ;/  —  2       6      '  ~~  n  —  2       6       ' 

sarà  : 

essendo 
i?(.v)  =  (12-  .)(.v-  /0(-v  -  c)[-sx-]-is~2c^)a-\-Q  -2'^)b-\-(ig  -  2y)c] 
-2c{b-c)[i6-'^nh-a)ix-c)-i6-';y(c-a)ix-b)]. 
La  equazione  di  condizione  (11)  diventerà  in  questo  caso: 
2  f  S 1 3  ?  «■-«  [(5-«)  (.v-A)  (.v-0  +  (6--1Ì)  (.v-0  (.V-,,)  +  (6—,.)  (»—,,)  (»— i)]  f 

Ora,  se  poniamo  nella  medesima 

a.z=4,  P.z:4,  Y=5, 

e  quindi,  sempre  nell'ipotesi  di  jz  =:  1 2, 


si  ha  facilmente  che,  allorquando  sieno 

^a  -\-  2-j  b  —  32f  =  o, 

Éi£illlì(^c-by  =  1, 

la  equazione  stessa  è  soddisfatta.  Supponendo  quindi  che  fra  le  a,  b,  e  sussista  l'equa- 
zione lineare  superiore  si  hanno  le 

I        jx-a)  [2  j  (5  .v+é  b-i  I  cXx-bXx-c)-(ib-c)Xi  1 5  ^—243  b+128  e)]' 
^-r-4'-5'  ^b-cyix-b)Xx-cy 

Hx  —  cyj° 

Cosi,  se 

a  =  4  ,         [i  =  5  >         Y  =  2  , 
dalle  quali 
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si  Ottiene  la  relazione  lineare  : 

8ort  +  /'  —  811:  =  0, 
che  insieme  colla 

S'^-4'-  ii'S(fl  —  cy  =:  1 

rendono  soddisfana  l'equazione  di  condizione,  e  si  avranno  le 

,_      I      (a-  — fl)[(x—  i6fl+  i^cy  — 3.27(0  — a)(x  —  cy]'' 
4'.3-  (c-ay(x-b)(ix-cy 

Hx-cyf 

y-lix-byj  '■ 

Infine,  se 

z  =  2  ,         ^  =  5  ,        T  =  4 , 
sono  : 

'■        ~>  [^-        ~  >  ^"~T' 

l'equazione  di  condizione  conduce  alle 

2<)a  -\-  2b  —  27*;  :=  o, 
2.3'.4'.  ii^^(a  — 0'  =  I, 


j  _        I         (x  —  ay  [(a-  —  cy  —  14 (e  —  a){x  —  e)  +  25  (e  —  ay]' 


per  le  quali  : 

T.y.j^^  {c-ay{x-b){x-cy  ' 

y-l{x-by\  ^- 

Assumendo  per  e  il  valore  (2),  come  precedentemente,  si  otterranno,  nei  cinque  ultimi 
casi,  fra  le  /  e  e  le  seguenti  relazioni  : 

per     >.  =  —  ,  Li.  =  —  ,  v=i— : 


27  ^(i-c)Xi28-3;)^ 
'-    4  (9^+16^ 


per     )^  ^  -^  ,         K-  =  T  . 

^4. 27- E' -7- 13- 27  ^-7- 80^ 
(189^ -64)^ 
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per     ^  =  f,  |..  =  -f,  v=:J-: 

5'  (I -e)' (5  +  27  0'' 

per     l  =  f,  ,..  =  -f,  v  =  f: 

1       E(;^-6.5-.iie-  +  3-5^7i^  +  2.4M0^    . 
^-       4-5'  (i-0^a+8o)' 

per     >^  =  -f  ,  :^-  =  T  '  "  =  T  • 

I    ^-(^--i6.i7^  +  8.s0^ 
'-        4^       (i_^)^(2^  +  25)>       • 

Notiamo  da  ultimo  che,  se  nessuno  dei  valori  di  ^\x)  corrispondenti  ad  x  =  fl,  i,  e 
è  nullo,  non  sussistono  valori  di  a,  p,  y  e  perciò  di  ).,  <j.,  v  che  soddisfino  l'equa- 
zione di  condizione  (ii). 


§  ni. 

I.  Indicando  con  }{)\,  3',)  la  forma  binaria  che  si  ottiene  sostituendo   le   j, ,  y^ 
alle  V  ,  v^  nelle  forme  considerate  al  §  I,  rammentando  essere  y  =:  wv,  si  ha: 

per  H  =  4,  6,  12;  ed  essendo /(f, ,  l'J  nei  tre  casi  eguali  ad  una  costante  G,  sarà: 

nella  quale  w  ha  il  valore  (12)  del  §  E. 

Cosi,  dalla  equazione   (5)    del   precedente    §,    osservando    essere    •/;'^  =  ó(.y)    si 

ottiene  la 

di  D  dx 


l'Vi  —  I  j/(.v  —  af  (x  —  bf  (x  —  0^ 

e  quindi  per  ciascuno  dei  valori  di  a,  (i,  y  sopra  considerati  si  hanno  le  corrispon- 
denti relazioni  fra  /  ed  .v,  che  riducono  alle  funzioni  ellittiche  il  trascendente  del  se- 
condo membro. 

Infine,  dai  valori  di  ic,  o  dalle  relazioni  trovate  fra  y  e  v,  si  ottengono  gli  inte- 
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grali  delle  varie  equazioni  differenziali  lineari  del  secondo  ordine  della  forma  (3),  sup- 
posti noti  gli  integrali  particolari  i', ,  z\  di  cui  i  valori  furono  dati  nel  §  !• 

Queste  equazioni  differenziali  sono  quelle  che  denominiamo  del  tetraedro,  dell'ot- 
taedro e  dell'icosaedro,  secondo  che  n  :=  4,  6,  12,  per  le  relazioni  scoperte  dal  pro- 
fessore ScHWARZ  fra  le  medesime  e  gli  indicati  corpi  regolari,  nella  sua  importante 
Memoria  :  Ueber  diejenigen  Falle,  in  welchen  die  Gkuss'sche  hypergeomeirische  Reihe  cine 
algebraische  Fu  fiction  ihres  viertett  Elements  darstellt  [Journal  fur  die  reine  und 
angewandte  Mathematik,  t.  LXXV  (1873),  pp.  292-335].  Si  possono  altresì  consultare 
intorno  all'argomento  le  interessanti  ricerche  del  prof.  Klein  pubblicate  nei  «  Mathema- 
tische  Annalen  »,  tomi  XI  e  XII;  ed  una  mia  Nota  nello  stesso  periodico  inserta  nel 
tomo  XI. 

Settembre,  1880. 

[Pi.].  [G.]. 


LXXX. 

CARLO  GUGLIELMO  BORCHARDT. 
(annunzio  necrologico). 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  lomo  X  (1880-82),  p.  79. 


È  coU'animo  addolorato  che  dobbiamo  annunciare  ai  lettori  degli  «  Annali  »  la 
grave  perdita  subita  pochi  giorni  sono  dalle  scienze  matematiche.  Il  distinto  cultore  di 
esse,  l'eminente  direttore  del  «  Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik  »  di 
Berlino,  prof.  C.  W.  Borchardt,  spirava  il  mattino  del  27  scorso  Giugno  [1880]  in 
Rùdersdorf,  dopo  dolorosa  agonia.  L'illustre  Hermite,  comunicando  pel  primo  il  dolo- 
roso avvenitnento  a  chi  scrive,  aggiungeva  :  fé  lui  étais  très  attaché  et  depuis  bien  long- 
temps,  depuis  1846,  ainsi  sa  perte  m'a  bien  attristi,  et  me  laisse  un  grand  vide.  Questo 
sentimento  di  tristezza  è  diviso  da  tutti  i  matematici  italiani  che  ebbero  la  fortuna  di 
conoscere  personalmente  od  ebbero  relazione  scientifica  coll'egregio  geometra  di  Ber- 
lino. È  perciò  in  nome  di  essi  tutti,  eJ  interpretando  il  loro  comune  desiderio,  che 
inviamo  alla  desolata  famiglia  sua,  ed  ai  suoi  eminenti  colleghi  ed  amici  dell'Accademia 
delle  Scienze  di  Berlino,  una  parola  di  cordoglio  e  di  conforto. 

[Pa.]. 


LXXXI. 
MICHELE  CHASLES. 

(CENNO  NECROLOGICO). 


Annali  di  3faientatica  pura  ed  applicata,  serie  li,  tomo  X  (iS8o-82),  pp.  i$8-i6o. 


Il  i8  dicembre  dello  scorso  anno  [1880]  spegnevasi  in  Parigi  una  vita  tutta  consa- 
crata al  lavoro  ed  alla  beneficenza.  Michele  Chasles,  una  delle  individualità  matematiche 
più  spiccate  del  nostro  secolo,  moriva  in  quel  giorno  all'età  di  ottantasette  anni.  L'Ac- 
cademia delle  Scienze,  radunata  due  giorni  dopo,  sospendeva  la  seduta  in  segno  di 
lutto,  ed  il  Segretario  perpetuo  sig.  Bertrand,  in  nome  di  essa,  il  sig.  BouauET  in 
nome  della  Facoltà  delle  Scienze,  il  sig.  Laussedat  per  la  Scuola  Politecnica,  il 
sig.  Du.MAS  in  nome  della  Società  degli  Amici  delle  Scienze,  infine  il  sig.  Rollano 
per  la  Società  degli  antichi  allievi  della  Scuola  Politecnica  *),  pronunciavano  discorsi  sulla 
tomba  dell'illustre  geometra,  nei  quali  l'ammirazione  per  lo  scienziato  è  pari  a  quella 
a  lui  dovuta  per  le  sue  eminenti  qualità  morali. 

Michele  Chasles  nacque  a  Epernon  (Dipartimento  di  Eure-et-Loire)  il  15  no- 
vembre 1793.  Compiuti  gli  studi  preliminari  nel  Liceo  Imperiale,  ed  ammesso  nel- 
l'anno 181 2  alla  Scuola  Politecnica,  prese  parte  gloriosa  alla  difesa  di  Parigi  nel  1814; 
classificato  dapprima  per  l'arma  del  genio,  diede  poco  tempo  dopo  le  sue  dimissioni,  e 
rientrò  nella  Scuola  nell'anno  181 5  in  qualità  d'allievo.  Ne  esci  di  nuovo  circa  un 
anno  dopo,  e  rinunziando  volontariamente  pel  momento  a  qualunque  carriera  pubblica. 


*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCI  (1880),  pp.  1005,  1008,  1009, 
1012,  1013. 
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ritiravasi  a  Chartres  per  dedicarsi  completamente  ai  suoi  prediletti  studi.  Il  fatto  di 
quella  prima  dimissione  rivela  la  grande  bontà  d'animo  del  giovane  uffiziale,  non  mai 
smentita  dall'eminente  geometra  ;  perciò  ci  piace  narrarlo  qui  colle  stesse  parole  del 
sig.  Bertrand,  tanto  più  che  queste  ricordano  con  lode  il  nome  di  uno  scienziato  ita- 
liano, che  nei  pochi  suoi  scritti  matematici  giovanili  lasciava  una  prova  non  dubbia  di 
ingegno  fecondo  ed  originale. 

«  Lorsqu'en  1814  M.  Chasles  quitta  l'École  Polytechnique  brusquement  licenciée  », 
cosi  si  esprime  il  sig.  Bertrand  *),  «sa  première  préoccupation  fut  pour  ses  camarades; 
«  plus  d'un,  dans  son  embarras,  trouva  près  de  lui  plus  que  de  bons  conseils.  Rap- 
«  pelé  à  Chartres  par  sa  famille,  il  y  otfrit  l'hospitalité  à  son  jeune  et  brillant  condi- 
«  sciple  du  Lycée  Imperiai,  Gaétan  Giorgini,  qui,  entraìné  par  lui  vers  la  Géomé- 
«  trie  et  guide  dans  ses  premiers  pas,  avait  assez  bien  profité  de  ses  le^ons  et  fait 
«  assez  de  progrès  pour  lui  enlever  le  prix  d'honneur  au  Concours  general  et  le  pre- 
ti mier  rang  à  l'École  Polytechnique  ». 

«  Les  élèves  furent  admis  à  subir  leurs  examens.  M.  Chasles,  classe  dans  le 
«  Genie,  s'apprétait  à  partir  pour  Chartres  ;  il  voulait  embrasser  sa  mère  avant  de  se 
«  rendre  à  Metz  et  lui  montrer  son  uniforme  d'officier,  quand  il  re^ut  la  visite  du 
«  pére  d'un  de  ses  camarades.  «  Mon  fils  »,  lui  dit-il,  «  est  le  premier  des  élèves  qui  n'ont 
«  «  pas  obtenu  de  place  ;  vous  avez  hésité,  je  le  sais,  à  accepter  l'épaulette  ;  votre  refus 
«  «  aurait  assuré  à  votre  camarade  une  carrière  qui  lui  plaìt  et  pour  laquelle  j'ai  fait  les 
«  «  derniers  sacrifices  ;  il  m'est  impossible  de  les  continuer  pour  lui  en  préparer  une  autre  ». 
«  M.  Chasles  ne  répondit  rien  ;  il  partir  pour  Chartres.  En  arrivant,  sa  résolution 
«  était  prise  :  il  annona  à  sa  mère  qu'il  resterait  prés  d'elle  ». 

I  primi  lavori  di  Chasles  rimontano  all'epoca  nella  quale  egli  trovavasi  ancora 
nella  Scuola  Politecnica  e  furono  pubblicati  in  quella  Correspondanu  sur  l'École  Pilytech- 
nique  che  porta  il  nome  del  suo  fondatore  Hachettk,  cosi  ricca  di  importanti  memorie. 
Già  questi  primi  scritti  accennano  all'indirizzo  dei  suoi  smdi,  consistendo,  in  molta 
parte,  in  dimostrazioni  puramente  geometriche  delle  belle  proprietà  delle  superficie  di 
secondo  ordine,  che  Monge  ed  altri  andavano  allora  scoprendo  col  mezzo  della  Geome- 
tria analitica.  Quanti  progressi  egli  avesse  già  fatti  in  quella  via  lo  dimostra  V^perfU 
historiqiie  sur  l'origine  et  les  développemeiits  des  mélhodes  en  Geometrie,  [BruxeUes,  1837J 
2'  édition,  Paris,  1875],  col  quale  egli  rispondeva  ad  un  tema  posto  a  concorso  nel  1829 
dall'Accademia  di  Bruxelles.  Quest'Opera,  frutto  di  un  lungo,  paziente  lavoro,  e  di  una 
mente  matura,  rivelava  un  nuovo  aspetto  dell'ingegno  di  Chasles,  quello  della  ricerca 
storica.  Da  questa  pubblicazione  la  riputazione   scientifica    di   Chasles    acquistava    cosi 


*)  Bertrand,  Discours  prcnoiiU  aux  futiàailles  de  M.  Chasles    [Comptes  Rendus  de 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCI  (i8ho;,  pp.  1005-1007J. 
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solide  basi,  che  ogni  scritto  suo,  ciascuna  comunicazione  sua  a  periodici  scientifici  o  ad 
Accademie,  era  ricercata  colla  maggior  premura,  e  con  non  minor  premura  studiata  in 
Francia  ed  all'estero. 

Non  è  certamente  in  questa  breve  comunicazione  che  noi  possiamo  rammentare 
le  numerose  memorie,  sparse  in  molti  giornali  scientifici  francesi  o  stranieri,  quali  il 
Journal  de  l'Ècolc  Polytccbnique,  gli  Annaks  de  Mathémaiiqiies  di  Gergonne,  la  Corre- 
spondance  mathématiqtie  et  physique  di  Quetelet,  ed  altri.  Ma,  pur  limitandoci  a  pochi 
ricordi,  dobbiamo  porre  in  prima  linea  «  son  classique,  synthétique  et  dogmatique 
Traile  de  Geometrie  stipérieure,  écrit  à  la  manière  des  anciens  »  *),  di  cui  la  prima  edi- 
zione comparve  nel  1852,  ed  al  quale  fece  seguito,  nel  1865,  il  Traile  des  Sections  co- 
iiiqiies  [pubblicata  solo  la  prima  parte],  e  nel  frattempo  Les  Irois  ìivres  des  Porismes 
d'  Euclide,  rélablis  poiir  la  premiere  fois,  d'après  la  noticc  et  Ics  Icmiiies  de  Pappus,  pub- 
blicati nel  1860. 

Nominato  nel  1841  professore  di  Macchine  e  di  Geodesia  alla  Scuola  PoHtecnica, 
si  dimetteva  da  quel  posto  nel  1850,  in  seguito  alle  modificazioni  profoiides  et  irés 
regrettables,  come  egli  stesso  le  dichiara,  apportate  all'ordinamento  di  quella  Scuola. 
Perù,  egli  non  si  distaccava  da  quella  istituzione,  e  la  morte  lo  colse  mentre  era  occu- 
pato a  scrivere  una  storia  della  medesima.  Il  Corso  di  Geometria  superiore,  creato  per 
lui  nel  1 846  alla  «  Sorbonne  »,  era  sempre  seguito  da  una  eletta  schiera  di  giovani  cultori, 
i  quali,  dalla  chiarezza  della  sua  parola  e  dalla  sua  grande  erudizione,  ritraevano  il  più 
utile  ammaestramento.  Né  il  crescere  degli  anni  diminuiva  in  lui  la  potenza  dell'intel- 
letto, ed  è  compiuto  il  settantesimo  anno  che  egli  immaginava  la  teoria  ed  il  metodo 
delle  caratteristiche,  così  fecondi  per  lui  e  per  altri  Geometri  di  importanti  risultati  ;  e 
che  la  Società  Reale  di  Londra  premiava  colla  più  alta  delle  sue  distinzioni,  la  meda- 
glia di  Copley. 

Non  v'è  cultore  di  scienze  matematiche  in  Europa  che,  visitando  Parigi,  non  abbia 
avuto  occasione  di  esperimentare  l'ospitalità  e  la  grande  cortesia  di  Chasles.  Egli  era 
un  gentiluomo  nel  vero  senso  della  parola,  e,  congiungendo  alla  squisitezza  della  torma 
la  benevolenza  del  giudizio,  rendeva  le  sue  riunioni  periodiche,  in  quel  suo  apparta- 
mento del  «  Passage  Sainte-Marie,  Rue  du  Bac  »,  ove  più  volte  mi  accolse  con  tanta  bontà, 
assai  apprezzate  e  desiderate.  Egli  lascia,  e  giustamente,  una  larga  eredità  di  affetti  ;  ma 
lascia  altresì  un  buon  numero  di  geometri  valorosi,  che  sapranno  continuare  l'opera  sua. 

Milano,  16  gennajo  1881. 

[Pa.]. 


*)  Cosi  definisce  il  Poncelet  questo  classico  lavoro  in  quelle  Notes  et  Additions  al  1°  volume 
delle  Appticaticns  d'Analyse  et  de  Geometrie,  pubblicate  nel  1S62,  nelle  quali  certamente  è  fatta  più 
larga  parte  alla  critica  che  alla  lode  (pag.  484). 


LXXXII. 

LA  RELAZIONE  DI  GOPEL  PER  FUNZIONI  IPERELLITTICHE 
D'ORDINE  QUALUNQUE. 


Annali  di  3Iatematica  pura  ed  applicntu,  serie  II,  tomo  X  (1S80-82),  pp.  161-172. 


I.  GòPEL  nella  sua  oramai  classica  Memoria:  Theoria  transcendentiiim  Abelianancm 
primi  ordinis  adumbratio  kvis,  pubblicata  dopo  la  sua  morte  nel  t.  XXXV  (1847)  del 
giornale  di  Crelle  (pp.  277-312),  ha  dimostrato  sussistere  fra  quattro  funzioni  ©a  due 
argomenti,  scelte  opportunamente,  una  relazione  biquadratica,  formata  colle  quarte  po- 
tenze di  quelle  funzioni,  coi  prodotti  a  due  a  due  dei  loro  quadrati,  e  col  prodotto  delle 
funzioni  stesse.  Questa  memorabile  relazione  fu  recentemente  ricordata  dal  sig.  Cayley 
nella  sua  Memoria  :  On  the  doublé  Q-functions  in  connexion  wiih  a  16-ìiodal  quarlic  sur- 
face  e  dal  compianto  Borchardt  nella:  Ueber  die  Darstclliing  der  KuMMER'jckw  Flàche 
vierter  Ordnung  mil  sechs:^ehn  Knolenpunkten  durch  die  GòPEh'sche  biquadratische  Relatioti 
^wischett  vier  Theta-functionen  mit  :^wei  Variabeln,  ambedue  pubblicate  nello  stesso  fa- 
scicolo del  giornale  già  diretto  da  quest'ultimo  [t.  LXXXIII  (1877),  pp.  210-219, 
234-244]. 

Noi  torneremo  più  avanti  sull'argomento  speciale  di  questi  più  recenti  lavori,  sul 
nesso  cioè  esistente  fra  la  relazione  di  Gòpel  e  la  superficie  di  quarto  ordine  con  se- 
dici punti  singolari  considerata  la  prima  volta  da  Kummer  nella  sua  Memoria  :  Ueber 
die  Flàchen  vierten  Grades  mit  sechsxehn  singiilàren  Punkten  (Monatsberichte  der  Kònigl. 
Preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  a.  1864,  pp.  246-260);  ma  vogliamo 
dimostrare  dapprima  che  relazioni  affatto  analoghe  a  quella  di  Gòpel  sussistono  fra  2  n 
funzioni  0  ad  n  argomenti  opportunamente  scelte. 
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Posto  : 

R  (x)  =  J  (.V  -  a,)  (.V  -«,)...  (.V  -  «,„.,)  , 

o(.v)  =  (x-x,)(x-.vJ  ...  (x-xj, 

PCv)  =  (.v-O(-v-'0  ...(-v-O. 

0(x)  =  J(x-  ..,^.)(.v  -  a„^J  . .  .  (.V  -  <^„^.)  , 

indicando  con  /,,,  una  quantità  eguale  a  P(a„)  se  wj>n  ed  eguale  a  — 2(<'™)  quando 
sia  Hi  ^  ;/,  è  noto,  per  le  ricerche  del  sig.  Weierstrass  *),  che   le    2  ?/  -}~  '   funzioni 

ad  indice  semplice 


P„. 


e  le  ;;(2H  -{-  i)  funzioni  ad  indice  doppio 


/ 


/'., 


/i^(^.) 


v-  y  K  {.xì 


sono  eguali  al  rapporto  di  due  funzioni  0  ad  n  argomenti,  in  ciascuno  dei  quali  rap- 
porti il  denominatore  è  comune  **). 

Sieno  Tj ,  r, ,  ...  r„,  n  qualsivogliano  fra  i  numeri  i,  2,  5,  ...  2//-)- i,  ma  dif- 
ferenti fra  loro,  e  pongasi  : 

5(.v)  =  (.v-.o(.v-.0---(^--'^0; 

se  con  <J.,  V  si  indicano  altri  due  numeri  di  quella  serie  essi  pure  differenti  da  ;-, ,  r^ , . . .  r^ , 

si  hanno  fra  quelle  funzioni  p  le  relazioni  : 

_  i?-K)       f,  \,pU 
CO  /    ^A_p^    -  lOiA I    V ^sPk 


-p^p^=-i'i& 


*)  Zur  Theorie  der  AsEi-'schen  Functionen  [Journal  fùr  die  reine  unj  angewandte  Matheraatik, 
t.  XLVII  (1854),  pp.  289-506;  t.  LII  (1856),  pp.  285-380]. 

**)  Formando  nello  stesso  modo  funzioni  p  a  tre,  a  quattro,  ...  ad  n  indici,  si  ha  che  il  numero 
totale  di  esse  è  4"  —  i. 
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delle  quali  le  prime  due  trovansi  nella  succitata  Memoria  del  sig.  Weierstrass  (pag.  319) 
e  la  terza  fu   da  me  data  nel  1°  volume  di   questi  Annali  *). 

Da  queste  tre  relazioni  quadratiche  si  deducono  le  biquadratiche  omogenee  ana- 
loghe a  quella  di  Gòpel  nel  modo  seguente.  Permutando  dapprima  nella  seconda  dì 
esse  i  numeri  a,  v  si  ottiene  l'altra  : 

J^p^ ^fO ,  y___APk__. 

S(a^)  ^  ^'^  ~"  /,  (a,  —  rtj.)  5 (rtj  ^  2_  (rt^  —  rt J  S'(rt  J  ' 
iTia  /'n  V  ^  Pv<!.'  quindi  : 

posto  : 

In  secondo  luogo  dalla  prima  e  dalla  seconda  di  quelle  relazioni  si  deduce  facilmente  la 

e,  sostituendo  in  quest'ultima  il  valore  di  p^^^  dato  dalla  precedente,  si  giunge  ad  una 
delle  relazioni  richieste,  cioè  alla 

y^^P^—     5 (-^-^     |_;^ 5 (^^ j 2. (fl^  —  a,) 5'(fl0  "^  /^ S («^) Z. (rt^  —  rt,) 5'(«,) J 

per  la  quale  il  valore  di  p^  è  espresso  in  funzione  dei  quadrati  delle  2  ;/  funzioni  a 
doppio  indice  p^^^,  p^^^.  Permutando  nuovamente  in  quest'ultima  i  numeri  [/.,  v,  sic- 
come M  rimane  invariata,  si  avrà  analogamente  : 


■4-(,a^  —  a^)S\a^)^'-^ 


♦)  [XLIII,  t.  I,  pp.  285-299  (p.  295)]. 
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Ma  dalla  terza  delle  relazioni  (i)  si  ha 


(4)  ^'^^Vv  =  -^^^I%fr. 


vale  a  dire  il  prodotto  p  p^  espresso  pei  prodotti  a  due  a  due  delle  stesse  2  n  funzioni 
a  doppio  indice  p^  ,  p^^^;  quindi  moltiplicando  le  prime  due  membro  per  membro  e 
sottraendo  dal  prodotto  il  quadrato  di  quest'ultima,  si  ottiene  il  tipo  delle  relazioni 
biquadratiche  analoghe  a  quella  di  Gòpel  per  le  funzioni  iperelliniche  d'ordine  supe- 
riore, cioè  : 

o  =  -  %=^^^//^  +  0:,  -  O  MHG  +  M'F, 
5K)5(fl,) 
posto  : 

r  —    ^^    s:    Ov  — "0^    .a ^v    V    O'v  — O^    .a 

^  —  5  07,0  Z.  (a^  —  ,7^  5'0^)     '^       5  G'v)  ^  ('^1^  -  aj  S'(^,)  ^"'  ' 

^  ^  o^v  —  ^.)  5'(«.)  -''  4  (^t'  —  ''^^  ^'(''')  ''    1-4  ^'(^')  -1 

La  relazione  del  quarto  grado  cosi  trovata  sarà  evidentemente  omogenea,  e  con- 
terrà :  le  quarte  potenze  delle  2  n  funzioni  p^  ,  p,  ^, ,  i  prodotti  a  due  a  due  dei  qua- 
drati di  quelle  funzioni,  ed  i  prodotti  quattro  a  quattro  della  forma  pr„v-p'„vpr,,ii.pr^v 

2.  Applichiamo  ora  le  formole  generali  superiori  al  caso  considerato  da  Gòpel, 
ponendo  n  =  2.  Supporremo  per  maggiore  semplificazione  sieno  r,  =  i,  ''2=2;  y-  =  3, 
V  ^  4,  e,  posto  a^  —  'J;  =  (''  0)  introdurremo  le  quattro  denominazioni 

-  =  (i3)(25)(45),        V  =  (i4)(24)(35). 

^^  =  (i3)(i4)(25),         S  =  (23)(24)(i5), 
e  la 

N  =  (i3)(45)  +  (24)(i5)  =  (i3)(25)  +  (24)(35)  =  (ilX^j)  +  (23)(45) 

=  (i4)(35)  +  (23)(i5), 
e  quindi  : 

A-(i3)  =  a  +  li,         A-(I4)  =  '^  +  Y, 

A-(24)  =  T  +  S,         A-(23)  =  a  +  ,ì, 

^3_aY  =  (i3)(i4)(23)(24)A\ 
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Con  queste  denominazioni  le  relazioni  (2),  (3),  (4)  diventano  nel  caso  qui  considerato 
le  seguenti  : 

(i2)A>!      =(i3)(i5)^^/':,  +  (i4)(i5)tK-(23)(25)^Ì^.^-(24)(25)t/':,, 

(ii2)Npl      =(i3)(ij)-K3  +  (i4)(i5)^^i';,-(23)(25)«P;,-(24)(25)^A\, 

(i2)Np.^p^  =  A'[(i3)(i4)(i5)/',^,  -  (23)(24)(25)P,^J  . 

e  si  otterrà  così  la  relazione  biquadratica  di  Gòpel  sotto  la  forma  : 

-(-  +  T)[03)(i4)(i5y^^/'^K  +  (23)(24)(25ySA:,KJ 
-(P  +  '^)(i5)(25)[(i3)(23)-ì':,Ì':,  +  (i4)(24)tO!J 
_(ay+r^S)(i5)(25)[(i3)(24)K,i':,+(i4)(23)i':,;'y+2'^U-i,,3/.,^/,,,i,,^. 
Questa  relazione  semplificasi  assai  ponendo  : 

,  _  (15) +  (25)  ■  _  (35) +  (45)  ,  _  (i3)(24)  +  (i4)(23) 

(21)         '  (43)         '  U2)U3)  ' 

dalle  quali  si  deducono  dapprima  le 


a  +  i 

_,(25) 

~     (21)' 

/.  +  i 

_,(45) 
"     (43)' 

C+l 

,(M)(23) 
"(i2)(43)  ' 

a  —  I 

-,C^5) 

/'  — I 

-\Éy 

e I 

_,(i3)(24) 
~     ('2)(43)' 

poi  le  seguenti  : 

(6) 


(a  +  0(/'  +  i)(':  +  i)  =  P(j^, 

•(14)^' 

Oz-i)(/'  +  i)(.-i)  =  p^, 
Per  gli  stessi  valori  delle  a,  b,  e  si  ottengono  inoltre  le  relazioni 
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I      ^  J^   ^    J  ni3)(i4)  '  ^  ^^  ^  '^(23)(24) 

infine  ; 


.(.-»/.)(. +  .)  =  -,=p^^.       =(.-w,)(.-0-     .(,,),,,) 


A'  =  a'  -f-  i^''  +  ^"^  —  2  a  i  e  —  I  = ^-'^K' , 

essendo  in  tutte  ?  =  —  -, — -^, — ^  . 

^  (12/(34)- 

Se  ora  si  moltiplica  per  p  la  equazione  biquadratica  superiore  (5),  e  si  pone  : 

^  =  (I3)1'05)P.,,     ^■  =  (i4)t'0T)i'.,>    J  =  (2  3)l'("^i'.;,     ^  =  (24)l(^i\, 
la  equazione  stessa  prenderà  la  forma  : 
o  =  07+i)(/.+  i)(c+i)a.^  +  (a+i)(/'-i)0--i)A-  +  («-i)(/;  +  iXc-i)/ 

+  2(a-/u)[(a+i)uV  +  (a-i)jr]+2G'-..)[(^+0'^y  +  (^-0^V] 

+  2(r-a/0[(^+i)u'=r  +  G--i)-v^r]-4A'u^-vj:;. 

La  relazione  superiore  si  può  ancora  semplificare  facendo  uso  di  una  trasformazione 
già  indicata  da  Borchardt  nella  sua  Memoria  sopra  citata.  Ponendo  infatti: 

5  =  «;  +  .V  +  ;■  +  ^ 

p^w^  x—y  —  ~^ 

q  =:  w  —  -^'  +  V  —  :;: 

r  =  iv  —  .x—y-{-:i, 

la  relazione  stessa  si  trasforma  nella 

0  =  0^  —  16  Kspqr 
essendo  : 

?  =  ^'  +  i''  +  ?'  +  '■'  +  2  ^(5;.  +  <70  +  2  b{sq  -J^rp)-]~2c{sr+pq). 

Quest'ultima  forma  della  relazione  di  Gòpel  acquista  importanza  dal  fatto  che  essa 
coincide  colla  equazione  della  superficie  di  quarto  ordine  con  sedici  punti  nodali  rife- 
rita ad  un  dato  sistema  di  quatti'O  suoi  piani  tangenziali   singolari,   superficie    denomi- 
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nata  di  Kummer  in  onore  dell'illustre  geometra  di  Berlino,  che  pel  primo    iccs   cono- 
scere le  sue  proprietà. 

Ora  le  s,  p,  q,  r  essendo  quattro  funzioni  lineari  delle  coordinate  di  quella  super- 
ficie, si  avrà  che  le  coordinate  della  superficie  di  Kummer  si  possono  esprimere  in  fun- 
zione lineare  di  quattro  funzioni  iperellittiche  di  secondo  ordine  ad  indice  doppio  p,,. 

Per  determinare  i  valori  delle  coordinate  dei  sedici  punti  singolari  si  osservi  : 
I.  —  Che,  indicando  con  w^ ,  x^ ,  y^ ,  :{^  le  espressioni 


^o  =  \^O^^^^il'  -Oic-i),        J.  =  |'0;  +  i)(Z;-i)(c  +  i)  , 


^■o  =  fOz-i)(/;  +  i)(c+i) ,         ^„=  1  (a  +  i)  (i  -I-  I  j  (e  -  I)  , 

e  con  •!>  il  secondo  membro  dell'equazione  superiore,  si  hanno  le 

a<i>  a<i>  aa>  a«i> 

dw  ox  óy  ó^ 

per 

Zi'  =  u'g  ,         -v  ^  -v^  ,         y  =  y^  ,         :^:=  i^; 

cioè  il  punto  di  coordinate  w^ ,  x^ ,  y^ ,  :^^  è  un  punto  nodale  djUa  superficie. 

U.  —  Che,  permutando  nella  equazione  superiore  le  iv,  x,  y,  -  nelle 


<€■ 

•^m'' 

<Ì)'' 

Ai)' 

>(^y^ 

itr- 

-fe)'- 

KtV 

4if' 

'■(tf' 

■iìY' 

<w 

la  equazione  stessa  rimane  inalterata.  Come  pure  rimane  inalterata,  se  una  coppia  qual- 
sivoglia di  quelle  coordinate  si  assume  con  segno  negativo. 

Si  hanno  così  i  valori  delle  coordinate  di  quattro  punti  singolari  nelle  espressioni  : 


^0  > 

■^0  ' 

Jo. 

^0; 

(^^o~, 

iK-\y, 

(CJo)'. 

O'kcV; 

iy^oY, 

fó-o~> 

(.KyoV, 

(Kiy-, 

(.>0^ 

Oi^J^ 

iKyoY, 

^^uy. 
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e  quelli  delle  coordinate  degli  altri  dodici  punti  saranno:   w^,  x^,  — y^,  — ^^j  w^, 


■\y    —  Jc 


e  così  di  scijuito. 


3.  La  relazione  (5)  si  può  anche  subito  esprimere  sono  la    forma    assegnatale  da 
GòPEL,  ponendo  : 


giacché  si  ha  : 

o  =  ir  +  X*  +  ì'^  4-  z^  +  2  c(ir-X'  +  y^z^)  —  2  f  (»^^  y'  4-  z=xo 

—  2  £(JF=  Z'  +  A'^  FO  -  4  £>  W^Y  7Z , 

essendo  : 

I    g  Y  +  M 


C  =  -— ^^^k^,  f 


r'n  2    l'^-l^yS 


^  I    ,,j/(i3)(i4)(23)(24) 

dalle  quali  per  le  relazioni  (6),  (7)  si  ottengono  anche  le  seguenti  : 

bc  —  a  ^  ca  —  h  _  ab  — e 


t/(è^  -  I) (c^  -  I)  '  l/(f ^  _  i)  (a^  _  I)  '  i/(a^_i)(t^_i)  ' 

D  ^ 


e  quindi  : 

D'-  =  E'  +  F'  -\-  C'  -  2  EF  C  —  i , 

come  si  ha  nella  Memoria  di  Gòpel  (pag.  304).  Queste  relazioni  sono  importanti 
mentre  da  esse  si  deducono  pei  valori  dei  parametri  a,  b,  e  della  superficie  del  quarto 
grado  le  seguenti  espressioni  : 

C  —  FE  ,  F  —  EC  E-CF 


t/(F^-i)(£^-i)  !'(£=- i)(C--i)  i'(C-i)(f^-i) 

e  da  queste  : 


(i^-i)Ci-^-i)(c--i) 


4.  Si  è  dimostrato  al  n°  i  come  dalle  relazioni  (i)  si  possano  dedurre  le  (2),  (5), 
le  quali  presentano  il  tipo  di  relazioni  quadratiche  omogenee  fra    2  n  -\-  1   funzioni  p. 
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Ora  dalle  stesse  equazioni  (i)  e  da  altre  tre,  le  quali  completano  le  relazioni  di  quella 

specie,  si  può  dedurre  un  numero  ^     ' — ^^     '    "^    di  relazioni  fra  (ii -{- 1)'  funzioni 

p,  che  per  la  loro  forma  si  prestano  a  varie  applicazioni.  Notiamo  dapprima  come   la 
seconda  delle  relazioni  (i)  si  possa  esprimere  nel  modo  seguente: 

ed  aggiungiamo  ad  essa  le  altre  tre  : 

2.(rv)5'(O^50zJ-^' 

y-        KPrPr,^  ,  /„        ^     ^ 

4(^^^0  +  500^^^-  =  '^' 
2:  (7^)^00 +  5k/-^^'^  =  ^' 

nelle  quali  (jv^z=a^  —  a^  e  le  [v.,  v,  À  sono  numeri  della  serie  i,  2,  5,  . . .  (2  h -j- i) 
difierenti  fra  loro  e  differenti  da  r, ,  r^ ,  ...  r,, . 
Pongasi  : 


/ 


(rvjS'OO-^-      '""'l/sco-^"' 


-        [/  (rv)  i?'(a,)S'(0-  ^''i^'         ''"^  -  ]/  ^^■'■> R\a;)S{a,y  ^^'^ 
le  prime  due  relazioni  superiori  potranno  scriversi  come  segue  : 

(8)  Y<+<=''   !:<+<= ^; 

ed  osservando  essere  : 
nelle  quali 
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le  altre  due  prenderanno  la  forma  : 

/'   *r  *rlJ.   ~t"   '^v' 

Se  ora  si  suppone  che,  essendo  v  un  numero  della  serie  i,  2,  3,  ...  (2«-]-i)  diffe- 
rente da  '■,,  '"j ,  •.•''„ ,  i  numeri  t;,,  ).  differenti  fra  loro  possano  assumere  i  valori 
degli  altri  n  numeri  di  quella  serie,  si  otterranno  n  -\-  1  equazioni  della  forma  (8) 
ed  -^= — "^  equazioni  della  forma  (9),  ossia  in  tutto  — (h  -|-  i)(h  -j-  2)  relazioni 
fra  («  -\-  i)-  funzioni  p. 

Sia  H  =  2  e  consideriamo  le  nove  funzioni  seguenti  : 

P,,         P.,  P,^ 

P.-,  '         P^,  '         P,',  ' 

/'.s  '         P^->  '         P.s  •' 
posto  : 

"'-^3^^|/(2i)C35)-^-'       ^^-^'^^y(i2)(35)-^-'       '^^1/^(35)-^-' 

'"^^M/(i2)(35)-^-'      '^'-^^'^1/(2i)(35)-^-'      ""F    ^(53)-^-' 
dalle  (8),  (9)  si  ottengono  le  sei  relazioni  : 

<  +  'K  +  t:  =  I  >      «.«,  +  ^  P,  +  y.T,  =  o , 
«:  +  '^;  +  t;  =  I  >       ''-.  ='-.  +  l\  '^.  +  T,  T.  =  o , 

per  le  quali  : 

<  +  <  +  ='•:  =  I ,         i^.  T.  +  'r.  T.  +  P,  T3  =  o 

e  le  analoglie  che  corrispondono  alle  altre  due  relazioni  (i),  e  le 
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e  simili,  ossia  le 

/  ,    _(23)(25) 
^(53) 


(IO) 


(J>.,P,,-P.-,PJ, 


(13)05) 


(Pr,P.,-P,,P^,)' 


P, 


_    (I3)(23)(i5)(25) 
(i2)(35) 


(P:;P.,-P,,P.,), 


P.  =  ^^-^(P^.P.-P^P.), 

P.s  =  ^^^(P^P.>  -P.P.^  .  P.  =  (^^^.^..  -^.^3)  > 


^^S=^^-7^^0'./'^-,-^a/',), 


per  le  quali 


(21) 

P.      P.      P, 
P->     P^,     P.. 

P.S       P^^       i'4S 


02)(35) 


(i3)(23)(i5)(25) 


5.  È  noto  per  le  sopra  indicate  ricerche   del  sig.  Weierstrass    che,    supponendo 
[j.,  V  due  numeri  differenti  da  r,  si  hanno  nel  caso  generale  le  equazioni  differenziali  : 


PrPr.^: 


àp,.  __  Q(0 

5"r  -P'CO 


Pr.,Pr,, 


dpi^.r     ^(i,r  dp^  I  p^i. 

dn^  Pr     ^"r  Ol"-)     i'r 

Pel  caso  in  cui  ?z  =  2  le  relazioni  (io)  danno  tosto: 

|^  =  [-^][(^4)W„-(.3)W„]. 

e  le  altre  che  si  deducono  da  esse  permutando  i  numeri  3,  4,  5. 
Si  ottengono  così  le  seguenti  equazioni  differenziali  : 

BRIOSCHl,    tomo    II. 
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dalle  quali,  se  si  introducono  le  denoniinazioni  del  n°  3  e  si  pone  : 

Z  Y  W 

si  hanno  le 


dp 


P   _     I     -|A^5)(35)   P,Pn  dp    __        (24)  .  7(25) (35)   p,p,, 

".~(i3)|/(i5)(45)-    Pi,    '  du^-       (i3rr  (i5)(45)-    /-^    ' 


d']    _     1     -1/(25) (45)  ^^s  ^?    _        (23)  1  A25)(45)   P;p3i 

a«.        (i4)|/  (i5)(35)"   K    '  5«,  (I4y|/(i5)(35)'   K, 

e  da  queste  : 


essendo 


'«  =  1/05)1^) -1^(1 5)  (25)  (35)  (45). 


Ora  i  quadrati  di  />,.,  p^. ,  come  il  loro  prodotto,  si   possono  esprimere  in  fun- 
zione delle  p^.,  p^  ,  p^.,  p^^  nel  modo  seguente: 

A-(i2)i,:^  = 
^[(i3y(i4)(45)i'':,  +  (i4y(24)(i5);'Ù-(23y(24)(45)K3-(24)-(i4)(25)AM, 

A-(i2)p:,= 

-^[(i3yO3)05)/':3  +  (i4y03)(35)K-(23y(i3)(25)A\-(24y(23)(35)/'U> 

i^^)P-Jr.  =  ^[(13)  (14)/'.;;'.,  -  (23)  (24) /'.,/' J. 

e,  siccome  la  stessa  proprietà  ha  luogo,  come  si  è  visto  al  n°  2  per  p'.^,  p'^,  p.p^,  si 
giunge  iacilmente  alle 
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^-}^Wi^jK^)p,p,.,  -  yi^4m)pjj  =  Av, 

essendo  : 
y(E'-iXF'-i).f=(CF-E-{-DXi-hPY)-(iI-"-iXp'+r)+2(C-EF-DF)pg, 


^(^E'^,Xf-^W^(.CF-E-DXi+pV)-iF^-iXP'+ll-2(C-EF+DF)p^, 

nelle  quali  le  C,  E,  F,  D  hanno  gli  stessi  valori  che  al  n°  3. 
Dalle  relazioni  (11)  si  dedurranno  così  le  seguenti: 

?     "V   (,2)  •''"■•      t     -y  (12)  ■''»■ 

vale  a  dire  le  equazioni  differenziali  sotto  la  forma  data  ad  esse  da  Gòpel. 
Marzo  1881. 

[Pa.]. 


LXXXIII. 
SOPRA  UN  SISTEMA  DI  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI. 


Antiaii  di  ^atAniaiira  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  X  (1880-82),  pp.  233-240. 


I .  Posto  : 

/(")   =    ("-    ''.)("-"J("-«3), 

essendo  ;/,//,  ii    funzioni  di  una  variabile  x  ed  (('  =^  —r-^  ,  il  sistema    di  equazioni 

'       -       5  '         dx  ^ 

differenziali  considerate  in  questo  scritto  è  il  seguente  : 

/  ".'  =  ";  +  ='■./'(",) +  ?(-v) 

(0  «:  =  ":  +  -2/0'2)  +  ?(-v) 

(  ";-";  +  «3/'("3)  +  ?(-v) 

nel  quale  a^ ,  a^,  a,  sono  tre    costanti    indeterminate  e  9(x)  una    funzione  di  x  che 
sarà  individuata  più  avanti  *). 

Indicando  con   U,  p  le  espressioni  : 


*)  Vedi  la  nota  del  sig.  Halphen,  Sur  certains  systèmes  d'équalions  diffémitielìes  [Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCII  (1881),  pp.  1404-1406]. 
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dalle  equazioni  superiori  si  ottengono  facilmente  le  seguenti  : 
'     '  dx 

■^    -  dx 

U-on    =^gi"=^il-) 

'    '  dx  ' 

una  qualsivoglia  delle  quali  è  una  conseguenza  delle  altre  due.  Perciò  posto  : 

"i     "2    =^    \l    >  "1     "j     ^    ^2   ' 

si  avranno  le 

'     '  dx  dx  '     '  dx 

e  siccome  dalle  prime  due  fra  queste  ultime  risulta  : 

dìOii^ 


P(''.-'0 


dx 


si  otterrà  per  le  precedenti  : 


Introducendo  ora  una  fun: 

zione  /  della  variabile  .v  mediante  la  relazione 

\2                   ' 

si  hanno  tosto  le 

t' 

''           -r-    1  -^         ^' 

ru-  i  , 

P-.2—  j  _  ^>          rU.    !    ^2;       ;(-j  _  ^) 

e  quindi: 

1]    _     r               —^   ^°S   ''  ^   log    ^ 

'    '          dx  dx    ' 

,,                    </log/'  r/log(i  —  i) 

'^    '           dx  dx 

n  _       —  ^  log  ^'  _  '^  '°.^  ^  _  ^^  log  (i  —  0 

i"';  ~    dx  dx              dx 

dalle  quali  : 

TJ          ,       ,        ^(ilog/'           ,  ,        .^log;           .                    .        .d\0g(l—t) 
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Pongasi  : 

=«,  +  I  =  ?  « .      =^2  +  I  =  p  '  >      ''•5  +  I  =  p  '"  ; 

sarà  : 

^  =  ^(/+,.  +  .-i), 

e  dalle    equazioni    superiori  si  dedurranno    pei    valori  di  ii^,  u^,  ii .  le  espressioni 

wuenti  : 

_    I    d  log  /'  _  I  —  /  d  log  /  _  /  +  in  d  log  (i  —  0 

"'^~2         Jx  2r~      dx  2  dx  ' 


_    I    Jlog  /'       ìli  -j-  Il  d\ogt  _  I  —  n  d  log  (i  —  /) 
"^~^       dx  2         dx  2  dx  ' 

_    1     d  log  /'         I  —  /  d  log  t  _  I   —  Il  ti  log  (l  —  /) 
"•'^T^hc  2        IT  2  dx 

Sostituendo  questi  valori  delle  ;f, ,  /(,,  //.  in  una  qualsivoglia  delle  equazioni  dif- 
ferenziali (i),  dimostrasi  che  la  funzione  t{x)  deve  soddisfare  la  seguente  equazione 
differenziale 

w.  +  ^y^,^^— '«  =  - 

nella  quale  : 

_  d' log  t'         1    (dlogl'V 
^'-1^-     dx'  2   \    dx    } 

ed 

L  =  I  —  m^         M  =  ì'  -f-  /«'  —  h'  —  I  ,         N  =  I  —  /'. 

Se  ora  supponesi  : 

■^^^~      3.r(i-.vy 
ed 

A=  I  —  iJ.%        B  =  r  -j-  [;.^  _  v^  —  I  ,         C=  1  —  r, 

si  avrà  per  determinare  ;  (.v)  la  equazione  differenziale  ipergeometrica  : 

2.  Questa  equazione  è  evidentemente  soddisfatta,  se  si  suppongono  : 

1^1,  /«  =  [;.,  H  =  V  ;  t  :=  X  ; 

si  avrà  dunque  che  il  sistema    di  equazioni    differenziali  (i),  nelle  quali  '^{x)  abbia  il 
valore  superiore,  dà  per  ?/,,  ii^,  u,  i  valori  seguenti: 
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„  ^0  +  ."-)-v-0->) 

2.V(I-.V) 
2A-(i-a) 

_(2-^-v)A-(r->-) 

2A(I-A-) 

In  secondo  luogo,  è  noto  *)  che,  se  le  costanti  /,  tu,  n  hanno  i  valori  seguenti: 

(3)  '  =  T  '  '"  =  6  (r  -  2)  '  "  ^  ^  ('■  =4,  6,  12) 

esiste  una  serie  di  valori  per  ).,  u.,  v  pei  quaU  la    funzione  /(.v)  è    algebrica    e  razio- 
nale; e  lo  saranno  in  conseguenza  le  funzioni  ;<_,  u^,  11,. 
Per  esempio,  supposto 

r=i2,         1  ^  -^  ,  ij.  =  -^  ,  v  =  -, 

si  ha  : 

4A-       _ 


/(a) 


(i  -  a-)^  ' 

quindi,  se  nelle  equazioni  differenziali  (i)  si  pone  : 

,  ,               I         200 A^  —  2 II  A  +  200 
9(a)  =  -^ — j — ^  jy .-^ ;      a    =  29,     a,  =  19,     a.  =:  11  , 

^^    ^  2.3.5-  A-'(l    —  A-)'  '  .  ^'  2  7.  ,  . 

si  hanno  gli  integrali  : 

IO  A- +  4  A  — 5 


I5a(i- 

■v^      ' 

I3a-^+6a 

—  7 

20  A  (l    — 

A-)        ' 

2  a'  +  a  — 

I 

'         3-v(i-.vO    ■ 

3.  Sieno  )', ,  y^  due  integrali  fond.'.mentali  dell'equazione   differenziale   lineare  del 
secondo  ordine 

y"  +  py'  +  iy  =  o, 


*)  Vedi  la  mia  Nota  :  La  Ihi'oric  des  Jormcs  dans  l'integration  des  équations    diffèrentieìks   liniaires 
du  secoiid  ordre  [Matheniatische  Annalen,  t.  XI  (.'877),  pp.  401-411]. 
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ed  indichiamo  con  f{y^,  y^  una  forma  binaria  dell'ordine  r  dei  medesimi.  Supponiamo 
che  per  la  forma  stessa  il  covariante  (//)^  sia  identicameijte  eguale  a  zero;  se  con  h, 
9  si  indicano  i  covarianti  : 

h={Uf\,  ^  =  2(fh), 

si  ha,  come  è  noto  :  i°  che  fra  /,  /;,  6  sussiste  la  relazione  identica  : 

(4)  6^_^4/;'-f-a/"  =  o, 

nella  quale  a  è  una  costante,  funzione  di   invarianti    della  /,  ed  m  ha  il  valore  supe- 
riore ;  2°  che  l'ordine  r  della  funzione  /  ha  i  soli  valori  r  =^  4,  6,  12. 
Si  ha  inoltre  che,  posto  : 

4/;"*-f-  y.tf"  —o, 

la  funzione  (  (x)  soddisfa  l'equazione  differenziale  (2),  quando  le  /,  m,  n  abbiano  i  va- 
lori (3),  e  sia  ?(.v)  ^q-~  %  -  -\-f. 
Dalla 

(5)  '  =  -^ 

cuf" 
si  ha,  per  la  relazione  (4),  che  : 

_     —  ^'     • 

a/" 
e  siccome,  indicando  con  y  il  rapporto  ^  ,  si  ha  pel  valore  di  h  : 

^^^57-^^^^  =  3('--2)o, 

si  otterrà  la 

,        I2(r— 2)//0     , 
t  =  — ^^ y  . 

Sostituendo  queste  espressioni  nei  valori  di  ;/,,  h,,  z(, ,  si  giunge  ai  seguenti: 

_   I   i^log}-'  I  dH    y' 

3(r-2)dy    0    ' 

I  db    y' 


2 

d.X 

I 

dìogy- 

2 

dx 

I 

d  log  v' 

2(r-2)dy     h    ' 


2       dx  r  dy    f 
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mentre  le  a^ ,  y.^,  a.  hanno  in  questo  caso  i  valori: 

X,  =  3  r  —  7  ,         a^  =  2  r  —  5  ,         x.  =  r  — 

4.  È  noto  che  dalla  rekizione  (5)  si  ottiene  la 


D'], 


Lf-{-Mt  +  N 


2^1 -ly    ' 

nella  quale  le  L,  M,  N  hanno  i  valori  superiori.  Ora  essendo  identicamente  : 
si  avrà  per  l'equazione  (2)  che  : 

come  può  ottenersi  direttamente  dalla  y  =  ^-^  . 

y. 

Ciò  posto,  se  si  indicano  con  v^ ,  v^ ,  v.  le  espressioni  : 
...  I         dìogH  I         dhgh  I  dìogf 

si  hanno,  per  gli  ultimi  valori  di  »,,  11^,  m,  le  relazioni   seguenti: 

I    d  log  v'     ,  ,  i    d  log  y'    ,  ,  d  log  y'    ,         , 

che,  sostituite  nelle  tre  equazioni  diflerenziali  (i),  conducono  alle 

gli  integrali  delle  quali  sono  dati  dalle  (6)  allorquando  le  a_ ,  a^,  a,  abbiano    i  valori 
sopra  indicati. 

5.  Il  nesso  esistente  fra  il  sistema  di  equazioni  differenziali  del  prmio  ordine  (i) 
e  le  equazioni  difierenziali  Hneari  del  secondo  ordine,  il  quale  risulta  dalle  ricerche 
superiori,  può  dimostrarsi  direttamente  nel  seguente  modo. 
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Consideriamo  la  equazione  ditìercnziale  del  secondo  ordine  : 

y"  +P.y'  +  1,^=0  > 

nella  quale  y'  =: -j=^,  y"  =  -r^ ,  e  p,,  a,  sono  due    funzioni  di  x.   Dimostrasi  facil- 
^         -^         dx    ■'  d  X         ti'  1, 

mente  che,  ponendo  y  =  \.?(-v),  si  ottiene  una  equazione  differenziale  lineare  del   se- 
condo ordine  in  ;;^ 

nella  quale  : 

P.^Pi-i-2^,       ?.  =  '/.+]'. -^+^; 

ed  analogamente,  posto  y  =  u  ò  (.v),  si  avri  una  terza  equazione  differenziale  : 
11"  +  ]',«'  -)-  9,M  =  0  , 


essendo  : 


/'.  +  2- 


^  '^  i'i>  Z'i»  ^5  »  Vi  »  ?2)  ?;  li^nno  la  proprietà  che,  posto: 


saranno  : 

Supponendo  ora 

?.  =  — 


p.  =  p,  =  p. . 


XP,-P.)(Pi-p.)  =  --J^, 


^■Xp.-p,)(p.-p.)  =  -^.{^-^)^, 


sostituendo  questi  valori  in  quelli  di  17, ,  </, ,  si  hanno  le  relazioni  seguenti: 

?" 


(?  ^   ) 


^+p. 


f+A+^. 


dalle  quali,  eliminando  p^ ,  si  otterrà  fra  le  funzioni  9,  '\  la  relazione  : 
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a  cui  soddisfasi  ponendo  : 


?      p'(i-0'       ''i      p(i-0' 

dove  p  ^  a^  -|-  a^  -]-  a.  -}-  i  come  sopra. 
Si  avranno  così  le 

;'.  =  -  V+<^"'+")t  -^'~  "^T^t  ' 

e  le 

?,  =  -  7  ["'  —  ('  +  '"  -^ /'];(!    ^ty  ' 

q^  =  -^W  -  ('«  +  «  -  Olp^j-iz^ . 

per  le  quali  : 

fi  =  f.  =  f.^-^M.-"''  +  -"'  +  ^. 

2     LJ^  4/   (i   _/) 

ossia  per  la  (2)  : 

P,  =  P^  =  ?,==-  o(.v). 

Sostituendo  infine  in  queste  ultime  alle  p^,  p,,  p,  le 

"■  =  — tP.»  ".  =  — tA.  "i  =  — TÌ's^ 

si  ritrovano  le  equazioni  differenziali  (i)  dalle  quali  siamo  partiti. 

Settembre  1881. 


[Pa.]. 


LXXXIV. 

SULLA  CLASSE  DI  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 
CONSIDERATE  IN  UNA  MEMORIA  DEL  SIGNOR  MITTAG-LEFFLER  *)• 


Aiutali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  temo  XI  (1882-83),  PF- 


I.  Posto: 

(i)  V  =  fx  —  Le' 

nella  quale  : 


J  (.v-E)t/cpGv)  " 


si  ottiene  tosto  la 


essendo  : 


Sia  ora 


A,  =  ,  +  l'M£l^pS) 


-'  =  k'  sn''  ;/ ,  ^ -'  =  k^ 

e,  —  e,  e.  —  e, 


*)  Mittag-Leffler,  Ueher  die  Integration  der  HERMlTE'ic/je»  Differentialgleichun^^en  der  }"" 
uiid  4""  Oidnung,  bei  denen  die  Unendlichkeitsstellen  der  Integrale  von  der  ersten  Ordtiung  sind  (Ueber- 
setzung  einer  in  Schwedischer  Sprache  in  Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicx,  toni.  XII,  erschienenen 
Abhandlung)  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  s.  II,  t.  XI  (1882-85),  pp.  65-80]. 


dx 

1^?(-v) 

du  - 

l^--',  -  ^. 

dv 

-  ^.- 

du 

\'e,-e, 

A/o 

(^  -  ^.r 


270  SULLA    CLASSE    DI    EQUAZIONI    DIFFERENZIALI    LINEARI    CONSIDERATE,    ETC. 

risulterà,  come  è  noto,  che  : 

e  quindi  : 

ed  in  generale  : 

indicando  con  A^  la  espressione  : 

La  equazione  differenziale  lineare  dell'ordine  ennesimo  considerata  nella    Memoria  del 
sig.  Mittag-Leffler  si  trasforma  quindi  nella  seguente  : 

(3)  A   +  P.  4,-.    +  P;  A-,    +    •  •  •    +  /'„-.  A^-\-p„    =    0 

ed  in  questa  i  coefficienti  p^,  p-,,  •  •  •  p„  sono  funzioni  intiere   e    razionali    di    .v  e  di 
^^cp  (a-)  della  forma  seguente  : 

P.  =  ''■o  +  ''-.  -V  >  P;  =  1^0  +   ^  ^-  +  '^.  l'?GO  .  •     •     • 

Pr  =  /^o  +  ^s  ^  +  ^-^  /?W  +  /S  ^"  +  /ù  -V  \'W)  +■■■  +  K-,  ^^  ('■  P'-irO 

P.  =  ^-o  +  K  -V  +  ^-^  t'fW  +  À-^  A-  +  /c^  A-  l'cTÒO  +  .  .  .  +  À-,_,  x'^l'^7(7)       (r  dispari). 

2.  Le  espressioni  A^,  A, ,  A, ,  .  .  .  furono  già  da  me  considerate  in  una  mia 
Nota  *),  nella  quale  ho  dimostrato  che  una  qualsivoglia  di  esse  A^  può  esprimersi 
come  segue  : 

(4)     ^  ^,  =  p,j,  +  a 

essendo  P^ ,   O^  due  polinomi  in  x  dei  gradi  , se    r    è    dispari,    e    dei 

,.  r  —  2      r 
gradi  ,    —  se  r  e  pan. 

I  valori  dei  polinomi  P,. ,  O^  si  ponno  dedurre  da  quelli  di  P^^  ,  2r-i  ^  'oro  ^^' 
rivate  rispetto  ad  x,  nel  modo  seguente.  Pongasi  per  brevità  : 


*)  Sulla  generazione  di  una  classe  di  equa;^ioni  differeniLili  Uneari,  integrabili  per  funzioni  ellittiche 
[LXXVIII:  tomo  II,  pp.  209-215]. 
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f  e  =  a''  —  6  /'  ,y.  —  3  i'2 , 

dalle  quali  eliminando  le  e  ,  [j.  si  otciene  la 

(6)  2-jb'  —  i6cic  -{-  12 ab i).  — '361  y."  —  12 g^ji  -\-  1 08  j,  =  o 
già  data  nella  Nota  citata  più  sopra  [equazione  (6)].  Ora  essendo  : 

nelle  quali  : 

p  ^  2  (x  —  [;.'  —  "T  ")  '  '7  ==  2  y.  -v  -[-  T  «  ,"•  +  7  ^  j 

r  =  2x'  -{-  —ax  -\-  -^a-  -\-  ^c, 
si  ottengono  le 

p^  =  2[^.p_,  +  o,_,  +  (/p;_,  +  p  q;_,  , 

2,  =  (2  X  +  f  <z)  P,_.  +  ;-  P;_.  -  q  0:_,  ; 
e  siccome 

P^  =  2.a,  2^=.2.V  +  f^, 

si  avranno  di  seguito  i  valori  di  P. ,   Q,,  P^,   O^,  ecc. 
Analogamente  posto  : 

(7)  jy^)  =  L^A,^M^, 

i  polinomi  L^,  M^  saranno  dei  gradi  -^ —  ,  se  r  è  dispari,  ed  il  primo  del 

grado  ,  il  secondo  del  grado  —,  se  r  è  pari.  Essi   potranno    evidentemente  e- 

sprimersi  in  funzione  di  P^ ,  Q^  nel  modo  seguente  : 

Cosi,  essendo  per  r  dispari  : 

P,  =  U(r)x^--^n(r)ax~^+  •  •  •  ,         Q^  =  _  ^  n{r)bx'^+  ■■■, 

si  avranno  le 

L^=  211  (;■)  iJ.  x'"~-\ ,         A/^  =  2  n  (r)  .x^~-J ; 

e  per  r  pari  : 

P,  =  nO)y-v'^+^no-)i.v"^+...,     0,:^n(r)x'^+-^n(r)ax^+-.., 
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ed  in  conseguenza  : 

L^  =  2ri(r).v^— |n(r)a.v~-j ,         A/,  =  _i-n(r)i.v~H 

nelle  quaii  FI  (/)  =  1.2.3  ...  r. 

3.  La  equazione  (3)  per  le  relazioni  (4),  (7)  riducesi  quindi  alla 
<I>  J,  +  W  =  0 

essendo  <1>,  W  polinomi  in  .v,  entrambi  del   grado  se  ?i  è  dispari,  ed  il  primo 

del  grado ,  l'altro  del  grado  — -  se  w  è  pari.  Ora,  perchè  la  equazione  superiore 

sia  identicamente  soddisfatta,  dovranno  essere  eguali  a  zero  i  cofficienti  delle  potenze 
di  .V  in  ciascuno  dei  polinomi  <t,  W;  si  avrà  cioè  tanto  nel  caso  di  n  dispari, 
quanto  in  quello  di  n  pari,  un  numero  « -j-  i  di    relazioni    fra    i  coefficienti  a^,  a^, 

rj        ,j  ■  "(«  +   0  1-4 

P„,  p  ....  m  numero  — ^^ — ■ — i  e  le  maeterm.mate  e,  a. 

Se  n  è  dispari,  le  equazioni,  che  si  ottengono  eguagliando  a  zero  i  coefficienti  di 
X  '    di  <I>  e  di  W,  sono  le  seguenti  : 

n  («)  +  n  („  _  2)  a.  +  2  n  («  -  3)  i,  -f  n  («  -  4)  v^+ .  • . + 4  -a„_^+  ^a„_^  +  2  v„_,  =  0, 

"("-3)^  +  2n(;/-4)Y,  +  n(«-5)^^H ^2),„_^+2v,,_^  +  v„_-2v„_,;..=0. 

Supponiamo  che  i  coefficienti  a,,  ji,,  y, ,  ...  v^__  sieao  numeri  interi,  ed  indicando 
con  p,,  p,,  .  ..  ?„_, ,  «  —  2  numeri  interi,  pongasi: 

-.   =  ?.  +  ?.  +  ?,  +  •■•  +  ?„_.-(«-!)«, 

f^  —     "~^ .      V  —     r«      AC,     -.V      S  —      («  —  4) ("  —  3) ("  —  2). 
P-.,-.  =  -  n (h  -  2) p„_. ,       v„_,  =  -±n(n  —  2) p„_, , 

la  prima  delle  equazioni  superiori  sarà  soddisfatta  e  la  seconda  diventa  la 

n(«-3)?,+2n(«-4)  T.+u  («-5)  ^,+  •  •  •  +2  A„_^+2  a„_,+v„_  =  -  II  („-2)  p„_,(. , 

da  cui  per  «  =  3,  5,  7,  .  •  •  si  avranno  le 

24^+I2Y,+  2'ì.4-2£^  +  9j  =—  I20p.a, 

e  così  di  seguito. 
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Se  1!  è  pari,  il  coefficiente   di  x  ^  in  W  eguagliato  a  zero  di  : 

alla  quale  si  soddisfa  ponendo  : 

-.  =  ?,+?.  +  ---  +  P„-.-(«-i)«. 

h              n  —  2                          .           ,  ,           .           5,              (n  —  4)  («  —  3)  («  —  2) 
fi.= ^— ?.>     Ti  =  -(«-3)0'  — 2)?,,    ^  =  -^ ^^^     ^'^^ ^P,, 

>"-„_.  =  -|n(«-2)?,_3,       v„_.  =  _n(«-2)p,_, 

e  per  questa  la  equazione  che  ottiensi  eguagliando  a  zero  il  coefficiente  di  ,v  ''     in  «I> 
diventa  : 

n(«-3)^+2n(«-4)Y,+  ii(«-j)S.+  .-.+4V,+r-.,_,+2v„_=-n(«-2)?_ix 

e  quindi  per  «  =  4,  6,  8, ...  : 

^  +  2  Y.  =  —  2  ?,  y- ,         6  [i,  +  4  Y^  -j-  ^.  -f-  2  s^  =  —  24  p^  H  , 

1 20  [i,  +  48  Y,  +  6  ^;  +  4  £^  +  9.  +  2  i,  =  -  720  ?,  [/.. 

Oltre  a  questa  equazione  si  avranno  )/  —  i   relazioni  fra  i   coefficienti    non    numerici 
a^,  [i^,  p, , . . .  in  numero e  le  e,  ,u.. 

4.  Sia  H  =  3.  La  equazione  (3)  è  in  questo  caso  la  seguente: 

^•.  +  K  +  (?,  -  6)-v]^.  +  ^  +  [i.^  -  ìp.  y^)  =  o , 

e  si  ha  la 

1^.  =-P.l^- 
Le  altre  due  relazioni  sono  : 

(?.  —  3)«  —  3^;^-  +  3^-0  =  0, 

nelle  quali  le  a,  b  sono  le  funzioni  di  e,,  [x.  indicate  sopra.  La  condizione,  che  almeno 
una  delle  indeterminate  ?,  \j-  debba  avere  tre  valori,  non  può  evidentemente  essere  sod- 
disfatta che  supponendo  p,  ^  o  oppure  p,  =^  3. 
Nel  primo  caso  si  hanno  le 
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nel  secondo  : 

e  quindi,  tanro  nell'uno  che  nell'altro  caso,  due  fra  le  tre  costanti  a^,  li„,  '^,  riman- 
gono indeterminate. 

Sia  H  ^  4  ;  si  avrà  la  equazione  : 

^,  +  [^o+  (r .+  ?. -  1 2) -v]  A^+  ('^„  +  ^ ^ - ?.  Vo)^,  +  i 0+  Y,  ■^-  +  T. t'?  -  2 P. -v^  =  0 

e  la 

1^.  +  2T,  =  —  2p,a. 

Le  altre  tre  relazioni  sono  le  seguenti  : 

(?,  —  ? J  ''  +  6  Y,  P-  —  3  (y,  +  2  aj  =  0  , 

(?,  -  4)/'  +  f(2Y.  -  ?.)'^  +  2v  I-  -  2?,  =  0, 

(3?.  +  ?=  -  i8)^  +  3(y.  -  'P,)b  +  s'i\a  +  3p,^,  -  iSy^  =  o. 

La  condizione  per  le  E,  f^-,  che  l'una  almeno  di  esse  abbia  quattro  valori,  conduce  fa- 
cilmente ai  seguenti  valori  di  p^ ,  p^  : 

I)     ?,  =  ?.  =  0  ;  II)     p^  =  p^  =  4  ; 

m)     ?,  =  4,        P.  =^o;  IV)     ?,  =  6,        ?,  =  0. 

I).  —  Se  p_  =  p^  =:  0 ,  la  prima  delle   tre    relazioni    di    tosto  y^  =  o    e    quindi 
fl^  =:  0 ,  Yj  =^  —  2y.^.  Le  altre  due  equazioni  diventano  : 

c  +  f«o'^  +  Yo  =  o- 
II).  —  Se  Pj  =  Pj  =:  4,  la  seconda  delle  relazioni  superiori  dà  y^  =^  yi^^,  quindi  : 

--^ 

il  qual  valore,  sostituito  nella  prima  e  seconda,  conduce  alle  due  relazioni  fra  i  coeflB- 
cienti  : 

5=^0 +4Y.  +  ?•!  =  o. 

4  ^  +  f^>  Y.  =  o  ' 
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e  si  avri  per  determinare  i  quattro  valori  di  l,  la  equazione: 
'^  +  T  f',  ^  —  tT,  «  —  6  t:,  +  9 To  =  0  • 

in).  —  Se  p,  =  4 ,  p^  =  o,  si  ha  y,  =  —  ^  p^  e,  sostituendo  il  valore  di  a  de- 
dotto dalla  prima  relazione  nella  seconda,  si  otterranno  fra  i  coefficienti  le  due  rela- 
zioni : 

T.  =  t'^:.         i6(i„  +  8a„P, +  (iJ  =  o, 

e  le  due  equazioni  che  danno  i  quattro  valori  di  e,,  \j.  saran.io  le 
rt  —  j  ;ì,  ^'-  —  "K j  P'  +  2  a  J  =  o  , 

IV).  —  Se  p,  =  6,  Pj  :=  o,  si  ha  ancora  y,  =  —  4P,  e,  sostituendo  i  valori  di 
fl  e  di  /;  desunti  dalle  prime  due  relazioni  nella  terza,  si  hanno  fra  i  coefficienti  le 

1^.  (P:  -  8  Y.)  =  o  ,        (y,  +  2  a J  (r,  -  2  y.)  +  6  '^„  {i,  +  24  y„  =  o 

e  le  due  equazioni  : 

a  —  Y  P,  I-»-  —  ~  (y,  +  2  a J  =  o  , 

^  —  f  fi,  a  +  T,  y-  —  P'o  =  0 . 

La  prima  delle  due  relazioni  fra  i  coefficienti  può  essere  soddisfatta  da  y,  =  4  P^  ; 
ma  in  questa  ipotesi  le  due  equazioni  superiori  conducono  ad  una  equazione  in  [j.  del 
terzo  grado;  quindi  dovranno  essere: 

P.  =  0,         T2  =  o,         a  —  y(y, -f- 2aJ  =  o, 

I2y„  —  2a^y,  —  y^  =  0,  ^  +  T,  [-'•  —  Po  =  O  , 

e  tre  coefficienti  rimangono  indeterminati  in  questa  come  nelle  altre. 

Le  equazioni  del  terzo  e  del  quarto  grado  trovate  sopra  e  le  corrispondenti  re- 
lazioni fra  i  coefficienti  sono  note  pei  lavori  dei  signori  Picard,  Hermite,  Mittag- 
Leffler. 

Se  M  =  5,  si  ha  la  equazione  : 

^S  +  K  +  (?.   +  P.  +  P3   -   20)X]^,  +  C^,  +   ^.   _  -ip,t/^)^^ 

+  (To  +  Y.^-  +  at/?  -  ép,x^)^.  -I-  S^  -I-  S_^-  +  Sj/^  +  S,x^  -  6P3  x-^  =  o  , 
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colle  5  relazioni 

2  '|i,  +  2 Y^  -{-  H,  —  —  6?,>j., 

(?.  -  ?,)^  +  ^  l-  -  (V.  +  2^.  +  6  O  =  o , 

(P.   -   2P,  +  P^)/;  +  f  (2V,   -  .\).Z  -  4r\..  +   2(S,  +  2'^J  =  0, 

(2f.  +  P3-iO^-T(f^^-6T.  +  '\)^  +  2(T.-'l)^-2S..  +  ^3.,+  i2Ì5„  =  o, 

ncll'ulrlma  delle  quali  e  :=^  ab  —  3CiJ-  ■ 

Si  hanno  cosi  pei  valori  di  p^ ,  s^ ,  p.  le  sei  seguenti  combinazioni: 

I)  P.  =  ?.  =  ?;  =  o;      III)  p_^5,  p^  =  p.  =  o;     V)  p,=f ,  p,  =  -!f,  ?.  =  o; 

U)  P.  =  P.  =  Pi  =  5;      IV)  P.  =  8,  p,  =  f,  =  o;  VI)  p.  =  8,     p,  =  4,     p^  =  o. 

Nel  primo  caso  si  dimostra  subito  per  le  prime  tre  relazioni  superiori  dover  essere  : 

S.  =  o,         Y^  =  0,         ìy^=z  o,         ?,  =  0,         Y,  =  —  6 5to>         S,  =  —  2 fl„ 

e  le  due  equazioni  saranno  le 

e  -\-  -y.^b -'t-o^ ^^0^=0, 

rimanendo  indeterminati  i  quattro  coefficienti  a^,  |i^,  Yo>  ^o- 
Nel  secondo  caso,  dovendo  evidentemente  essere: 

2  Y,  —  ^;  =  0 ,         2  'i,  —  4  Yj  +  '^;  =  o  , 
si  hanno  le 

per  le  quali: 

5 
Sostituendo  questi  valori  nella  seconda,  terza  e  quarta  delle  relazioni  superiori,  si 
ottengono  le  altre  tre  relazioni  fra  i  coefficienti,  e  cioè  : 
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e  la  equazione: 

,. -j-i.r^_c  — Y./;  +  zìi, a  —  2^1..-,—  i2-\  =  o, 

la  quale  conduce  ai  cinque  valori  di  ;.  Le  costanti  indeterminate  sono  in  questo  caso 

Nel  terzo  caso,  dovendo  essere  S,  =  o ,  si  hanno  le 

T.  =  —  f',  .         Y.  +  2  'l  +  6  a„  =  0, 
ed  eliminando  h  dalla  terza  e  dalla  quarta  relazione,  si  ottengono  le  tre  seguenti  : 

ed  in  fine  si  avranno  fra  i  coefficienti  le  sei  relazioni  : 

^.  =  fl^.  iì'^^'  +  3='-o).         3  Yo  +  ^5i.  -  ^'^!  -  f  "'o'^:  --  2fio^.  =  0, 

rimanendo  indeterminate  le  a^ ,  p^ ,  (i, ,  '\.  Le  equazioni  che  danno  i  valori    delle  ^, 
[I.  sono  le 

^  -  ^^«  +  f(f  !^^  +  s^'-o)!^-  +  ^'^,(f  (^;  +  s'^-o)  +  f  ^  =  0, 

Nel  quarto  caso  saranno  ancora  ^,  =  o ,  y,  =  —  [i,  e  dalle  altre  relazioni  si  ot- 
tengono le 

^,  =  ^V,        Y,  =  -(>:  + 6aJ,        ìi^=-±pXK  +  y^o), 

I2'\  +  2y,'^.  +  2^„(a:  +  3O  -T>^C^  +  3%y  =  o  . 
e  le  due  equazioni  : 

^-T^^  — tC''+  3='-o)«  +  T^(1^I  +  3^-c);^-  +  Yo  =  o. 

Le  quattro  costanti  mdetern>inate  sono  le  y.^,  fi^ ,  [i, ,  y^. 

Nel  quinto  caso  si  hanno  dapprima  le  y^  =  o ,  <),  =  —  2  fi,  ;  poi  dalle  relazioni 
seconda,  terza  e  quarta  le 

'\  =  ^'^N      ^' =  fo '^.  (y,  -  f  ^0  ' 

io?<,+  3''-of^.  +  ^Y,  =  o> 
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20T„  -  60  .,  +  6a„  (y,  _  ^  '^;  )  +  y;  _  -i  r.4  _  o  ^ 
e  le  due  equazioni  : 

«  -  T^.  r-  -  fo(T.  +jK+  6aJ  =  o  , 

colle  quattro  costanti  indeterminate  a^ ,  p,  ,  y,  >  ^o  • 

Infine  nell'ultimo  caso  si  trovano  le  sei  relazioni  fra  i  coefficienti  : 

Y^  =  p,,        ^^==_4^_,        Y.  =  P:,         l  =  iP!, 

12  \  —  2  Y„  (i,  —  li'  '^,  —  3  y.„  r^,  —  o  , 
e  le  due  equazioni  saranno  le 

<^  +  T '^  ^  —  3  'l  V-  —  ^  à%  +  3  Yo  =  o  , 
rimanendo  indeterminate  le  quattro  costanti  a^ ,  [i^ ,  S^  ,  Yo- 

5.  La  calcolazione  delle  equazioni  in  [j.  od  in  q,  che  forma  lo  scopo  della  citata 
Memoria  del  sig.  Mittag-Leffler  per  le  equazioni  differenziali  lineari  del  terzo  e  del 
quarto  ordine,  si  ottiene  molto  facilmente  quando  il  problema  si  presenti  sotto  l'aspetto 
algebrico  qiu  indicato.  La  equazione  in  y.  è  in  generale  il  risultato  della  eliminazione 
delle  a,  h,  e  dalla  terza  delle  relazioni  (5),  dalla  equazione  identica  (6)  e  dalle  due 
equazioni  trovate  per  le  varie  combinazioni  di  valori  delle  p,  ,  ?,,... 

Consideriamo,  per  esempio,  per  n  =:  5  il  caso  ultimo  in  cui  p,  =  S,  p^  =  4, 
0,  =1  o.  Ricavando  dalle  due  equazioni  corrispondenti  i  valori  di  iZ  e  di  e  e   sostituendoli 

nella  (6),  si  ottiene  la 

27/''  =  Lè  +  M, 
nella  quale  : 

L  =  -  6[ii  '^...'  +  (5  v\  +  3-o)y-  +  2[i.C^:  +  3^0)]  > 

M=i2  [9 S,  [J-'  +  (4  ^  ^.  —  9  Yo  +  I S ^ J  >"■'  —  (4  ;^  Yo  +  3  1^,  ^,  —  9  ^  .C J  K- 

+  T  C^:  +  3  ^-o)  S.  -  2  CP]  +  3  =^0)  Yo  -  9  g-}  ■ 

D'altra  parte  pel  valore  di  e  si  ha  che: 
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posto  : 

si  avrà  quindi  dalla  eliminazione  di  b  : 

(L  O  +  MP)P  -  27  O^  =  0, 

che  è  appunto  una  equazione  in  [x.  del  quinto  grado.  La  prima  delle   equazioni  supe- 
riori dà  quindi  tosto,  richiamando  il  valore  (5)  di  a,  la 

^  =  K-^  +  l^.>"-  +  i(!^:  +  3='-o)> 

dalla  quale  si  ottengono  i  cinque  valori  corrispondenti  di  ;. 

6.  Le  espressioni  che  abbiamo  più  sopra  indicate  colle  lettere  P, ,  O, ,  L^ ,  M^  co- 
me le  p,  q,  r  hanno  una  proprietà,  che  risulta  subito  dal  modo  di  loro  formazione 
ed  è  la  seguente.  Se  nelle  espressioni  stesse  alle  quantità  [a,  1^9  (^)  si  sostituiscono  le 
— \j.,  — 1  ?(c),  si  ha  che  tutte  mantengono  lo  stesso  valore,  ma  le  p,  r  non  mutano 
anche  segno,  mentre  q  diventa  —  q  ;  inoltre,  per  r  pari,  P^ ,  M,  mutano  segno  e  non 
lo  mutano  Q^ ,  L, ,  e  reciprocamente,  per  ;/  dispari.  Quindi  una  espressione  della 
forma,  per  n  pari  : 

£•_  =  A,^_^  +  p^  ^„_.  +  p,^  y^„_.  -j 1-  ^^^^  ^_  -|-  ^^^  ^^ 

o  l'altra,  per  n  dispari  : 

nelle  quali  pel  momento    supporremo  p, ,  p^ ,  ...  costanti,    daranno   origine  ad  altre 
due  E^ ,  D^  mutando  i  segni  di  fi,  V^JV)  ;  e  si  avranno  le 

£^  =  0  ^_  -f-  »l- ,        D,  =:  <I>  ^_  +  »l- , 

essendo  B^  il  valore  di  J^  nel  quale  siasi  introdotto  quel  mutamento  di  segni. 

Moltiplicando  queste  quattro  equazioni  per  2  (.v  —  ;)  =  ]j,  ed  osservando  essere  : 

2  ^.  (.V  -;)-?  +  t'?^  ,        2  5,  (a-  -l)  =  -q  +  iA7(^)  , 
si  hanno  le 

2£  (a-  -  e)  =  //+  4.1'^),  2Ì).(A-  -  ;)  =  //+  l'i/^^), 

2£,(a-  -l)  =  -H-{-  <1>V^)  ,  2D^ix-l)  =  H-  t>iiix)  , 
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nelle  quali  //  =  </  <1>  -j-  /)  W,  e  quindi  per  n  pari  H  sarà  del  grado  —  e    <1>  del   grado 

,  e  per  n  dispari  H  del  grado  — — —  e  <I»  del   grado .  Si  avrà  cosi  che 

i  secondi  membri  delle  equazioni 

saranno  polinomi  del  grado  n  -\-  i,  tanto  per  n  pari,  quanto  per  n  dispari. 

Si  indiclai  ora  con  v^  l'integrale  (i)  e  con  v,  quello   che    ottiensi  mutando  i  se- 
gni delle  i>.,  1^9 (e).  Se  poniamo: 

py,  =  £",i'_ ,         ?>';,  =  E^v^, 
oppure 

pv,  =D,f,,         ?}-,  =  -D,i',, 

essendo  p  un  coefficiente  numerico  a  determinarsi,  siccome  i\v^  =  a-  —  ;,  si  hanno  le 

4  ?'}',  J.  (-^'  —  e)  =  —  //=  +  0»'  o  (a-)         per  »  pari , 

4p'')',y, (a"  —  l)  ^=  H~  —  4>"'p(a)  per  ìi  dispari; 

ed  osservando  che  i  secondi  membri  di  queste  equazioni  sono  dinsibili  per  x  —  ;,  si 
potrà  porre  il  prodotto  j^v,  ^=  -FCa'))  essendo  F(a-)  un  pohnomio  in  a'  del  grado  n. 
Notisi  infine  che,  posto 

A'  =  (4,_.  +  P.  A-,  +  •  •  •  +  P:^^.  +  f^)l'?00 , 

si  ha,  per  la  indicata  proprietà  della  L^ ,  M^ ,  che,  se  n  è  pari,  è 
K\  =  RJ^-^S,        K,_  =  RB,—S 

essendo  R,  S  polinomi  dei  gradi  —  ed  .  E  quindi  sussisteranno  per   queste  e- 

spressioni  proprietà  analoghe  a  quelle  dimostrate  sopra,  le  quali  trovano  una   applica- 
zione nella  integrazione  dell'equazione  difi'erenziale  di  Lamé  e  di  altre  più  generaU. 


[Pa.]. 


LXXXV. 

SULLE  RELAZIONI  ESISTENTI  FRA  COVARIANTI  ED  INVARIANTI 
DI  UNA  STESSA  FORMA  BINARIA. 


Atuiali  di  Matetnatica  7>f(rrt  f-fl  applicata^  serie  II,  tomo  XI  (1882-S3),  pp.  291-304. 


I.  È  noto  che  fra  i  covarianti  e  gli  invarianti  di  una  forma  binaria  del  terzo 
ordine  esiste  una  relazione,  e  che  la  stessa  proprietà  ha  luogo  fra  i  covarianti  e  gli 
invarianti  di  una  forma  binaria  del  quarto  ordine. 

Evidentemente  fra  tre  covarianti  qualsivogliano  di  una  forma  binaria  deve  sussistere 
una  relazione,  perciò  il  numero  di  queste  potrebbe  essere  determinato  dal  numero  dei 
covarianti  indipendenti  relativi  alla  forma  stessa.  Ed  infatti  per  le  forme  binarie  del 
terzo  e  del  quarto  ordine  il  numero  dei  covarianti  indipendenti  essendo  tre,  una  sola 
relazione  esiste  fra  essi  così  nell'uno,  come  nell'altro  caso.  A  completare  il  numero  di 
quelle  relazioni  devono  perù  aggiungersi  quelle  che  possono  esistere  fra  semphci  in- 
varianti. 

Da  questo  punto  di  vista  il  numero  delle  relazioni  esistenti  fra  i  covarianti  e  gli 
invarianti  di  una  forma  binaria  del  quinto  ordine  sarebbe  di  970,  per  quella  del  sesto 
ordine  di  1338  e  cosi  via;  ma  il  maggior  numero  di  esse  si  dedurrà  per  eliminazione 
da  un  più  piccolo  numero  di  relazioni  indipendenti,  le  quali  vedesi  facilmente  dover 
essere  i8  per  le  forme  binarie  del  quinto  ordine,  20  per  quelle  del  sesto  ordine  ed 
in  generale  m  -\-  p  —  2,  supposto  essere  m  il  numero  dei  covarianti  indipendenti  della 
forma,  e  p  il  numero  delle  relazioni  esistenti  fra  soli  invarianti.  E  siccome,  se  indicasi 
con  r  il  numero  degli  invarianti  indipendenti  e  con  k  quello  dei  coefficienti  della  for- 

BRioscai,  tomo  II.  36 
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ma,  si  ha  p  =^  r  —  À-  -j-  3,  il  numero  delle  relazioni  indipendenti  sari  in  generale 
m  +  r  -  À-  +  I  *). 

A  questo  stesso  numero  si  giunge  anche  con  altre  considerazioni.  È  noto,  per  la 
teoria  dei  covarianti  associati  ad  una  data  ferma,  che  un  covariante  indipendente  qua- 
lunque moltiplicato  per  una  potenza  della  forma  stessa  è  eguale  ad  una  funzione  omo- 
genea di  quei  covarianti  associati.  Ora  questi  sono  in  numero  k  —  i,  e  perciò  cia- 
scuno degli  altri  covarianti  ed  invarianti  indipendenti,  in  numero  di  /«-(-;■  —  k  -\-  i, 
moltiplicati  per  una  potenza  della  forma,  saranno  esprimibili  in  funzione  dei  primi 
k  —  I   covarianti  associati. 

Nella  Monografia  sulla  teorica  dei  covarianti  e  degli  invarianti  pubblicata  fino 
dall'anno  1838  negli  Annali  di  Matematica**)  ho  appunto  applicato  il  metodo  dei  co- 
varianti associati  alla  ricerca  delle  relazioni  esistenti  fra  i  covarianti  e  gli  invarianti 
delle  forme  binarie  di  terzo  e  di  quarto  ordine.  Ma  per  le  forme  binarie  d'ordine  su- 
periore, il  metodo,  pur  conducendo  al  numero  di  relazioni  sopra  indicato,  le  determina 
per  modo  che  soltanto  dopo  lunghe  eliminazioni  si  può  giungere  alle  richieste  rela- 
zioni fra  tre  covarianti. 

Anche  la  trasformaaione  della  forma  binaria  data  per  mezzo  dei  covarianti  lineari, 
se  di  ordine  dispari,  o  dei  covarianti  quadratici,  se  di  ordine  pari,  può  semplificare 
quella  ricerca,  anzi  darebbe  risolto  il  problema,  se  non  fossero  altre  le  relazioni  fra  i 
covarianti  indipendenti  che  si  debbono  avere  in  mira.  Nelle  pagine  che  seguono  ci  gio- 
veremo però  dell'uno  e  dell'altro  metodo. 

Infine  rammenteremo  qui  alcune  reLizioni  esistenti  tra  forme  binarie  qualsivogliano, 
alle  quali  pure  ricorreremo  più  avanti.  Sieno  a,  b,  e,  d  quattro  forme  binarie,  nessuna 
delle  quali  lineari;  dimostrasi  ***)  facilmente  essere: 

=  jL^H^'O.  +  ad{ch),_  +  cd{ab)^  +  cb{ad)^  —  2ac(bd\  —  2bd(ac)^], 

nella  quale  le  (ab),  Qib\  . . .  hanno  gli  ordinari  significati. 
Da  questa  si  deducono  altre  due,  e  cioè  : 

i    2  («  /')  {il  e)  =  a  b  {a  c)^  -\-  ac  (a  b),  —  bc  (a  a)^  —  a'  (b  c)^ , 
(  {^'  =  ab(ab)^  —  ^b'(aaX  —  ja'(bb)^. 


•)  Clebsch,   Theork  der  binànii  al gehrais cheti  Formen,  Leipzig,  1872,  pag.  305. 
")  LLIV:  to;no  I,  pp.  349-414]- 

***)  [LXIX:  tomo  II,  pp.  iui-135    (pag.  104)].  —  Clebsch,    Theorie  dar   binaren   algebraischen 
Formai,  p.   11;. 
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Siene  ;//,  n  gli  ordini  delle  forme  a,  h,  e  sia  d  =  (ab)  :  se  poniamo  e  =  (de),  si  ha  : 

(2)  e  =  ^  „,  "^'/^  ,  ^  {a  b)^  +  i  [b  (a  c)^  -  .  (/-  0.-] , 
dalla  quale  si  ottengono  le  due  seguenti  di  molto  uso  : 

(   (d  a)  =        -i  /;  (.  .).  -  ,,l7i,  ''  ("  /').. 

(3)  ,T-i    " 
[{àh)  =  -{  a  (b  /O,  +  ^^^  ^  „  _  3  ^'  ("  0. 

l'una  conseguenza  dell'altra. 

Infine,  anche  nel  caso  che  le  a,  b,  .  . .  sieno  lineari,  si  hanno  le  due  relazioni  : 

^  a(bc)^b(ca)-\-c(ab)  =  o, 

^^  ì     (ab)(cd)^(ad)(bc)-^(ac)(db)  =  o. 

2.  Ciò  posto,  passiamo  a  determinare    alcune    relazioni    fra    i    covarianti    di  una 
forma  del  quinto  ordine.  Indicata  con  /  la  forma,  porrò  : 

/^-4(/A,         ('^^C//;),  l  =  ~(fJX,         co  =  (//), 

poi  : 

P  =  ~  i(/0.  =  i^C/'O. ,      «  =  (fp)^ ,      '«  =  t(PP).  >      -•  =  QPl . 

quindi  : 

^.  =  0'.),     k  =  UP),     ^  =  (/■'").     •^  =  («0,      '/-(//'),     '■  =  ('«?), 

Il  =  (/  »;)  ,       ji  z=  (/jc)  ,         Y  z=  (j/ia)  ,        ri  =  (il  y.)  , 
e  da  ultimo  : 

^  =  |(//)^,          £  =  (/,«).  C  =  -:-0«"0.>          D  =  (aS)  =  (y(i). 
Si  hanno  cosi  : 

4  invarianti                          ^,  jB,  C,  D  dei  gradi  4,  8,   12,   18 

4  covarianti  lineari              a,  [i,  y,  f5      »  «  5,  7,   11,   13 

3           »  di  2°  ordine  /,  m,  n  »  »  2,  6,  8 

3           »  di  3°       »       ji,  </,  r  »  »  3,  5,  9 

2  »  di  4°        »        /(,  u  »  »  4,    6 

3  »  di   5°        »        /,  co,  3  .)  ,>  I,    3,   7 
2           »  di  6°       )>       /;,  k  »  »  2,  4 

I  »         di  7°       »       g  »       »       5 

I  »         di  9°       «       fi  »       »       3 

ossia,  come  è  noto,   19  covarianti  e  quattro  invarianti  indipendenti. 
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Indicando  con  /„  >/,>•••  /    i  covarianti  associati  alla  forma  /,  si  hanno  i  valori  : 

/o=/.    /.  =  o,    L=}h,    f,=fK    f,=fU''i- Sin, 

e  per  essi  i  covarianti  ;(,  p,  m,  x  e  l'invariante  A  danno  le  relazioni  : 
(a)  3/'  H  =  2  oi  0  -}-  4  /r  /  -f  6fhp  —  f  F  , 

(,)  f  X  =  -  2ihlp  +  Ko)  +//«  -  sfp\ 

le  tre  ultime  delle  quali  si  possono  dedurre  dalle  (i)  formando  i  quadrati  di  k,  di  w 
ed  il  loro  doppio  prodotto.  Ora  dalla 

osservando  essere  k  =  (//))  =  4  Qj  ')  ,  si  ha  : 

aO  3/À-=2/;co-/e, 

e  quindi  per  le  prime  tre  superiori  : 

9À=  +  hP  +  6hlu  4-  ^Ah'-{-fFp  =  0  , 
6À-W  +  6/;/;)  +  4Jfb  -\-fP  +  3//H  =  0, 
3 /te  +  6h'p—sfhn-flp  =  o, 
che  conducono  alle  seguenti  : 

3/a  =  /5  —  9p-  -j_  é?H  +  4^/j. 
Eliminando  dalle  (a),  (/'),  (r)  le  oj,  6,  si  ottiene  per  questi  valori  di  m,  a  b  rela2done  : 

i2/;/«  +  ìp'  —  3  ir  =f(xl  —  j-Ap) 
e  per  questa  gli  invarianti  B,  C  danno  : 

(o)  6Bj  =  I{y.l  -  f  .J/')  -  37.»-  36/,/p, 

(fc)  36C7=  7.>  +  9a//«  -  iGAvip  —  iBlp. 
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Così,  essendo  ^  ^  (//<)  ^  —  ^Q^P)  >  si  ottiene  la 

{k)  fg=pH-2hk, 

che  dà  facilmente  per  le  superiori  i  valori  di  g' ,  g^,  ... 
Il  covariante  3  =  (fin)  =  —  t("P)  ^-^rà  : 

(0  2f^  =  pg-nk, 
ed  inoltre,  sempre  applicando  la  prima  delle  relazioni  (4),  si  hanno  le 

0")  >  =  «w  — /^, 

00  /?  =  //c    ~po>, 

(P)  fr^mk-p^', 

(^)  J  il  =  I  :z    —  III  Oi  . 

Analogamente,  essendo  (/a)  =  —  2u,  (pv.)  =  211 ,  si  giunge  alle 

0)  /Ei=-2/u    -aco, 

(0  /S  =  -2H.    -a(/,0, 

essendo  : 

(f^')  =  iK-i-j^P)  +  ÌP>"- 

Da  ultimo,  per  le 

(/W  =  9'»'  +  3=';'  +  2^«  ,        (/t)  =  -  (9'»^  +  i^")> 
si  otterrà  la 
(ti)  Df=y(9Ì>n  +  3  ^P  +  ^  J«)  +  ^(9»r  +  5»)  . 

Si  hanno  cosi  le  18  relazioni  (a),  (b)  ...  (//)  . 

3.  Fra  le  varie  relazioni  che  possono  dedursi  da  quelle  stabihte  nel  paragrafo  pre- 
cedente scegliamo  le  seguenti.  Formando  il  quadrato  della  (»j)  ,  e  moltiplicandolo  per 
6)  si  Ottengono  le 

^,^    ^_/;a^    ^f[6Bp-9^m+±Aixì-^Jp)], 

2'joi=        hxl  —f(9Ìm  +  2^»), 
per  le  quali  e  pel  valore  di  ui^  dato  dalla  (e)  si  ha,  quadrando  la  (r)  e  rammentando 
(5)  ^^  +  ^x^  =  Z./, 
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ed  analogamente  dalla  (5)  : 

(6)  -'  -\-  C7.'  =  Min, 

posto  : 

L  =  4(2^5  —  270,         M^4JC  —  B\ 

Da  queste  si  deducono  tosto,  essendo  per  definizione  (/  x)  =  'i,  (m  x)  =  y  >  ^^ 

e  quindi  anche  le 

(/:i)  =  -Ja,  (,„Y)  =  -Ca. 

Si  noti  ora  che  dalle  formole  (3)  si  deducono  le  seguenti  : 

perciò  dalla 

/(..)  +  ;;  (a /)  +  a(/„)  =  o 

e  dalla  analoga,  cambiando  /  in  in,  si  ottengono  le 

/(S  -^  |£a)  —  Amoi  —  ,,'^  =  0, 

C  7  a  +  »i  (S  —  1 5  a)  —  „  Y  =  0  ; 

ma  si  ha  anche  la 

/(„;;.)  +  m  (li  O  +  K/ "0  =  0, 
ossia 

/(wfi)  +  vÌ;hx  +  «fi  =  o, 
quindi  sarà  : 

e  nello  stesso  modo  : 

(/y)  =  S-A£a. 
Pongasi  : 

dalla 

(a  JS)  (■;  «,)  +  (a  ^i)  (^  y)  +  (.  y)  C^  S)  =  o 
si  ha  che  : 
{A)  D'^MP-LQ, 

e  dalle 

si  ottengono  le  relazioni  tra  i  covarianti  lineari  : 

(B)  D'p^Py.  —  LÌ^,        D-!=  Qx  —  M^; 

ma  dalla  relazione  seconda  delle  (4)  si  ha  che: 

!(/.,)  =  _  D;^  —  AMx  =  L^  —  (^P  ^AM)x  ■ 
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perciò  pel  valore  di  (ly)  trovato  sopra  si  avrà: 

P  =  ^BL  —  AM  ed  analogamente  O  =  CL  —  ^BM , 
le  quali  pel  valore  superiore  di  D'  danno  : 

D'  =  BLM  —  AM'—  CU. 
A  questa  si  ponno  aggiungere  le  seguenti  : 

^MD'  =  BPQ_  —  AQ:  —  CP\ 

o  =  £(L2  +  MP)  —  2AM0~2CLP, 

~LM  =  AO  —  -^BP,        ±Ap  =  ^BO—CP, 

—  ^UM  =  AD'-\-P',    —^LM'^^BD'-{-PO,    —  j Al' ^  C D' -{-  Q\ 

4.  La  relazione  (A)  e  le  due  (B)  sono  fra  quelle  che  intendiamo  qui  considerare. 
Una  relazione  fra  i  covarianti  quadratici  /,  ;«,  ;;  si  ottiene  tosto  dal  quadrato  di  «  ed 
è  la 
(C)  ir  =  Blin  —  Aiir  —  Cr-. 

Le  /,  IH,  11  si  possono  esprin-.ere,  come  è  noto,  in  funzione  di  a  e  di  S  ;  infatti  dalle 
(5)  >  (6)  P'^''  ^2  (B)  si  ha  tosto  : 

{D'I    =L^^   —2P^7.—-LMoi\ 

(  D'm  =  Mi' —  2Q_Ì,x  —  ^M'ol\ 
e  siccome  : 

/  y  —  ;k  [i  -j-  ?i  X  :=  0  , 
si  avrà  anche  : 

Dh  =  —  ìi'  —  ^My.'. 

Passando  ai  covarianti    cubici  p,  q,  r  osserverò    dapprima    che,    essendo  (inp\  =  o , 
dall'appHcazione  della  seconda  e  della  prima  delle  (i)  si  hanno  tosto  le 

Ìq'  =  xlp  —  r m  —  Ap' ,         r'  ^  —  ni'  —  Cp' , 
2qr  ^=  et  ìli p  —  iliir  —  Bp' , 
dalle  quah  eliminando  q,  r  si  ha  per  la  (C)  : 

Mp'  =:  i^iCl  —  B  ìli)  ap  -\-  y.'  in'  -\-  j^  m  k"  ; 
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ma    per  la  (2)   risulta  (np)  =  -^aw,  perciò  dalla 

a(«p)  +  «(;)a)+]>(a«)  =  0 
si  deduce  la 

j)  S  =  y  a'' ;?!  -j-  211^ , 

e  la  superiore  divisa   per  p  dà  : 

Mp  =  2(2  CI  —  B  m)  7.  4-  2  m  S  . 

Così  essendo  analogamente  : 

p'^  =  7.q  -\-  2I  II  ,         p'[  =:  7.r  -\-  2mn  , 
e  dalla 

„(ya)  +  Y(''-")+''-(«T)  =  o 

risultando  per  valori  trovati  sopra  che 

Mn  =  y^  +  (C:ì  — |By)a, 

si  avranno  le 

Mq=:  2{C1  —  Bin)'p-{-  Bly-{-  2kS, 

Af  r  =  (4  C/  —  £  »0  Y  —  2  Cm  fi . 

Queste  espressioni  di  p,  q,  r  conducono  facilmente  alla  loro    rappresentazione  in  fun- 
zione di  a,  S  e  si  avrà  per  la  prima: 

(£)  D^])  =  2  <V  +  f  Af  S  x'  —  Q  ol\ 

e  per  le  altre  due,  indicando  con  "^(j^,  a)  il  secondo  membro  di  questa,  si  avranno  le 

D{Lr-Mq-Dp)^~^y.p^, 
(F)  ^  D{Lr-Mq-^Dp)-=^ìi^^, 

e  quindi  : 

(Z.,.  _  Mq  —  Dp)rr  —  2(Pr  -  Oq)ìiy.  —  ^M(Lr  —  Mq  +  Dp)7.'  =  o  . 
Quest'ultima  relazione,  la  quale  corrisponde  alla 

/  /•  —  m  q  -\-  itp  =^  o  , 
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agevola  la  eliminazione  delle  ^,  a  dai  valori  delle  p,  q,  r  ;  ma  il  risultato  della  elimi- 
nazione può  ottenersi  ancora  p'ù  facilmente  nel  seguente  modo.  Dalle  equazioni  (7)  si 
deduce  essere  : 

Bqr  —  Ar  —  Cq' Mp'  =  ~ y/  ni^ , 

e  dalla  prima  delle  (F)  si  ha  : 

Lr  —  Mq  —  Dp  =  2x'y; 

ora  moltiplicando  la  prima  per  S^iCq  —  Br')=  — Swy,  e  la  seconda  per 
—  (r'  -j-  Cp')  =  m' ,  si  ottiene  la  relazione  richiesta  fra  i  covarianti  cubici,  ossia  la 

^  CDp-'  —  i6C'q-'-\-  io8Cr'  +  i^BCq'r  —  s('\^C+  3B')qr' 

—  2(B''  —  s4  0)p'r-\~  Dpr'  -  ^CMp'q^o. 

Il  covariante  biquadratico  /(  dà,  per  la  (s;)  e  per  le  tre  che  la  precedono,  la  seguente  : 


(G)       s 


(H)  9Bn  =  2yM~  2 A{y.p^]m)  —  BT  ~  ^^vr, 

e  quindi  anche  : 

(A^  95u  =  -  ali/-f-  2.4(7.^  +  /»)+  54WH. 

Moltiplicando  la  prima  per  n,  la  seconda  per  in  e  sommandole,  osservando  essere 

2  J  r  —  £  ^  =  Y  ;  —  a  K  , 
si  ottiene  la 

9  (h  a  -\-  VI  'j)  ^l{7.q  —  /  ;/)  , 
e  perciò  anche  : 

(;/  m)  :=  —(^y.q  —  /  h)  . 

Passiamo  ora  a  considerare  i  tre  covarianti  del  quinto  ordine  /,  o),  '3.  Pel  valore 
di  B  II  trovato  sopra,  dalle  relazioni  (g),  (/;)  daducesi  la  seguente  : 

9  Mf  =  a'  /  —  27  a  )«'  -|-  2(4.  A  IH  —  /?  /)  a  /  -j-  2  N  m  p  , 
posto  : 

N=2jB  —  SA', 

nella  quale  sostituendo  per  /,  in,  p  i  valori  di  questi  covarianti  in  funzione  di  S,  a  si 
ottiene  facilmente  la  espressione  di  /  in  funzione  degli  stessi  covarianti  lineari  <),  7., 
data  la  prima  volta  da  Clebsch  e  Gordan  *). 


•)  Sulla  rappresantaiione  tipica  ddU  forme  binarie  [Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  s.  II, 
t.  I  (1867-68),  pp.  23-79]. 
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Essa  è  : 

(L)  9D'f=  Aj'  4-  5^,.Vx-f-  loJ^Px-  -\ 1-^,=^', 

essendo  : 

A^^^N,        A^  =  4AL~  i-jM,        A^^  —  ^U, 

A.  =  —  fMA,  —~QA^, 
A^  =  —  ^MA^—\OA^, 
A.  =  —  jMA.  —^OA^. 

Per  queste  txe  ultime  relazioni  vedesi  tosto    che,  indicando  con  a,  y.,  v  le  radici  della 
equazione 

se  si  suppongono  : 

A^  =  a  -\-  b  -\-  e  ,        A^  =  a'/^  -[-  bjj.-\-  e* ,        A^  =i  aV -{- bii-' -\- c^\ 
si  hanno  le 
A   =:  aV  -{-  hii.'  -\-  c^' ,         A   =  aV  -\-  bi)."  -{-  c-*\         A_  —  al'  -j-  bu.'  -\-  c^^ , 


e  quindi  : 
posto  : 


9D'f  =  ax'-\-  by'  -{- cx^', 

X  =^^  -\-'KX,  J  =  S  -f-  fA  7. ,  -  ^  5  -[-  V  7.  ; 

e  siccome  la  (£)  si  trasforma  nella 

D'p=2xy'^, 

siamo  condotti  per  nuova  via  al  noto  teorema  che  le  tre  variabili  .v,  y,  ^  che  danno 
per  /  la  trasformata  canonica,  sono  i  fattori  dd  covariante  cubico  p. 

Le  espressioni  in  S,  a  pei  due  covarianti  di  quinto  ordine  w,  à  si  deducono,  ana- 
logamente a  quanto  si  è  osservato  pei  covarianti  cubici,  dalle  relazioni  : 


2.-p.  =  -ìd(.|/  +  .m.|{), 
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per  le  quali  : 

(Mw  —  L  3  _  D/)  S=  —  2  (0(0  —  P:,)ì)(,y—^  M(^Mco  —  /.  à  +  Df)  x'  =  o, 

che  coincide  colla 

/  3  —  in  w  —  ?;/  =:  0  . 

Fra  le  tre  forme  di  quinto  ordine  /,  w,  3  sussiste  una  relazione  del  quinto  grado  ; 
supponendo  /  =i  o  si  avrà  da  questa  relazione  una  equazione  del  quinto  grado  in 
—  =^  -y  =  V ,  la  quale  si  otterrà  anche  dalla  eliminazione  del  rapporto  S  :  a  dalla  quin- 
tica  y  =  o  e  dalla  quadratica  ly  —  m  =  o.  Questa  equazione  del  quinto  grado  in  y,  che 
è  una  trasformata  della  /  ^  o  per  mezzo  dei  covarianti  quadratici,  è  la  seguente  : 

i        {SAN~9L)y'-\-^(7AL-  sBN)y'  -'-^(AM-\-2BL)y'       ' 
(A') 

(  -  ^  (3  5Af  -  4  CL)f-  +  f  CMy  +  ^-(45^/  _  85  O  -  M^  =  0  . 

5.  La  più  importante  però  delle  relazioni  fra  covarianti  di  una  forma  del  quinto 
ordine  è  quella  che  sussiste  fra  la  forma  stessa  ed  i  due  covarianti  del  sesto  ordine 
che  abbiamo  indicati  con  h,  k.  Pel  caso  di  /  =  o,  posto  ^  =  y ,  siccome  si  hanno,  per 
la  /  =  o,  le 

sarà  : 

ed  anche  : 

yfz  —  ^^  =  0, 

e  la  nuova  trasformata  in  y  della  /  =  o  si  otterrà  dalla  eliminazione  del  rapporto  ^ 
da  queste  due  biquadratiche.  Oppure,  se  si  introducono  le  trasformate  di  f  e  dì  p  in 
S,  a,  si  hanno  le  due  forme  biquadratiche  : 

4'  =  (^o>  c,_...  g(ò\  ay  =  o, 

nelle  quali  : 

b^  =  Aoy,  h^  =  Aj~\^,  h^  =  A,j,  h.^A.y  —  \M^,  b^  —  Aj^Q-^, 
fo=^.)'+2?,     c^^A^y,     c^=A^y  +  ^M^,     c,=A^y-^Q^,     c^  =  Ay, 

posto  per  brevità  p  ^  9  Z). 
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Il  risultante  di  due  forme  biquadratiche    si   può    esprimere,   come   è  noto  *) ,  in 
funzione  degli  ono  invarianti  simultanei  di  quelle  forme  nel  modo  seguente.  Sieno 

gli  hessiani  delle  forme  date  ; 

gli  invarianti  della  prima  forma  e  quelli  della  seconda  ;  infine 

gli  altri  quattro  invarianti  fondamentali;  si  avrà  pel  risultante  la 

+  è.4'[R(9tj  -  51)  +  2S(Sf  -  ssj)  +  2T{Ts  -  ^m)]  =  o  . 

Nel  caso  particolare,  che  consideriamo,  i  valori  degli   otto   invarianti   simultanei   sono 
i  seguenti  : 

,  =  p^L/ -  i- Af )  ,        s  =  —  ^Mi, 

j  =  2f  {Dy-'  +  Pf  -  ^DAy  -  |  0  , 

/  =  -p^[DO/-CP2  +  iZ..\r)/-^i3(4^2-^LM);.  +  |(O=  +  iM0], 

R  =  -2f(Py^~^Q),         T  =  \fiLMf--\-\DLy-^XP), 

S  =  if'lDMy-'  -  j^MP  +  212)/  -  iDBLy  +  ^ M Q] , 

U  =  -i?'[r  M/  +  6  (L  \r-  +  5  P  0/  +  Kì  M^  +  5  O')] , 

i  quali  valori  sosdtuiti  nella  equazione  superiore  conducono,  dopo  alcune  riduzioni,  alla 

(P)     i6  (^^-i44i?)/- 5.8.9(^5  + 24  C)/-5.9X4-'C-F);  + 54^  =  0 

trasformata  della  J  =  o  per  mezzo  della  sostituzione  y  =  j- .  Ma  1 6  (A^  —  1 44  ^)  è 
il  discrimmante  della  forma  binaria  /,  indicandolo  con  A""  e  ponendo  i  =  \y,  si  otterrà 


•)  D"OviDlo,  //  risultanti  di  dm  forme  binarie  hiquadraticbi:  espresso    mediante    i    loro  invarianti 
fondatmntali  [Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  t.  XV  (1879-80),  pp.  385-389]. 
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COSÌ  l'equazione  : 

:C  -  5.8.9  (^  fi  +  24  C);^'  —  s-9'(4^C  —  B')l\+  54DA'  =  0, 

nella  quale  si  trasforma  una  equazione  qualunque  del  quinto  grado  *).  Evidentemente 
trasformazioni  analoghe  devono  sussistere  per  forme  binsrie  di  più  alto  ordine. 

Le  relazioni  (A),  (B)  . . .  (P)  fra  tre  covarianti  di  /,  o  fra  due  di  essi  nella  ipo- 
tesi di  /  =  o,  sono  della  natura  di  quelle  che  più  specialmente  importa  considerare 
nello  studio  delle  forme  binarie. 

6.  La  trasformazione  della  equazione  generale  del  quinto  grado  in  quella  nella 
quale  sono  nulli  i  coefficienti  del  secondo  e  del  quarto  termine  era  indicata  dal  sig. 
Hermite  molti  anni  sono  in  una  lettera  a  Borchardt,  pubblicata  nel  voi.  59  del  gior- 
nale di  matematiche  di  Berlino  **).  Questo  risuhato  può  ritenersi  come  una  conseguenza 
del  seguente  teorema,  il  quale  trova  pure  applicazione  in  una  analoga  trasformazione 
delle  equazioni  del  sesto  grado. 

Se  /  è  una  forma  binaria  dell'ordine  n;  h,  k  due  covarianti  di  essa  dello  stesso 
ordine  in,  il  primo  di  grado  h,  il  secondo  di  grado  v;  eliminando  il  rapporto  ^J-  dalle 
/  =  o,  hy  —  k  =  o,  si  ottiene  una  trasformata  della  equazione  /  =  o  : 

-'o/   +-'./-    +    •••   +   4,    =    0, 

nella  quale  i  coefficienti  A^,  A^,...  A_^  sono  invarianti  della  forma  binaria  /,  essendo 
il  coefficiente  A,  del  grado  n  u  -\-  m  -|-  ''  (f  —  ").  Se  perciò  la  forma  /  non  ammette 
invariante  di  quest'ultimo  grado,  il  coefficiente  A^  dovrà  essere  nullo. 

Sia  dapprima  /  del  quinto  ordine,  ed  indicando  con  p  il  suo  covariante  cubico  di 
terzo  grado,  sieno  : 

h^^UjX,         k^Up); 

il  coefficiente  A^  sarà  del  grado  1 6  -(-  2  r.  Ma  come  abbiamo  veduto  sopra  dalle 

J  =  0 ,         hy  —  k  =  o 
si  deducono  le 

e  perciò  i  coefficienti  della  trasformata  superiore  hanno  tutti  per  fattore  comune  il  di- 


*)  Vedi  la  mia  Nota  :  Ueher  die  Auflòsung  icr  Glekhungcn  vom  fùnJtM  Graih  [Mathematische 
Annalen,  t.  XIII  (1878),  pp.  109-160  (pag.  144)]. 

**)  Hermite,  Sur  l'invariant  dii  iS'"'^  ordre  des  fonnes  du  cinquihne  degré,  et  sur  le  róle  qu'il 
jcue  dans  la  résolution  de  Vcquation  du  ciiiquièmn  degré  [Journal  tur  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik,  t.  LIX  (l86i),  pp.  304-305]. 
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scriminante,  e  dividendo  l'equazione  per  esso,  diventerà  A^  del  grado  8  -{-  2  r.  Ora 
una  forma  binaria  del  quinto  ordine  non  possiede  invarianti  del  10°  grado  e  del  14" 
grado,  saranno  quindi  A^  ed  A,  eguali  a  zero  ;  cioè  la  trasformata  avrà  la  forma  : 

Ay  +  F../  +  F^,y  +  f  .s  =  o 
essendo  A  il  discriminante,  ed  F^^,  F^^,  F^^  invarianti  di  grado  12,  16,  18. 

Analogamente  per  le  forme  del  sesto  ordine,  supponendo  p  essere  il  covariante 
biquadratico  del  secondo  grado  della  forma  stessa.  Il  grado  di  A^  sarebbe  20  -\-  r,  m.a 
tutti  i  coefficienti  hanno  un  fattor  comune  del  grado  io;  d'altra  parte  la  forma  bi- 
naria del  sesto  ordine  non  ha  invarianti  dei  gradi  11,  13;  quindi  la  trasformata  in  y 
avrà  la  forma  : 

^/'  +  P,J'  +  F,,f'  +  F^-J  +  F.6  =  0- 

Daremo  infine  la  nota  di  alcuni  lavori  recenti  intorno  l'argomento  trattato  in  que- 
ste pagine,  non  senza  ricordare  che  le  prime  relazioni  fra  covarianti  ed  invarianti  di 
forme  binarie  si  trovano  nelle  Memorie  di  Salmom,  di  Cayley,  di  Sylvester,  di 
Clebsch  e  di  Gordan. 

D'Ovidio,  La  rela:{^ione  fra  f;li  otto  invarianti  fondamentali  di  due  forme  binarie  biqua- 
dratiche [Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  voi.  XV  (1879-80), 
pp.  471-488]. 

D'Ovidio,  Nota  sulle  forme  binarie  del  f  ordine  [Ibid.,  pp.  591-612]. 

Stéphanos,  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  ayant  une  mèmc  jacobìennc  [Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCIII  (1881),  pp.  994-997]. 

Stéphanos,  Sur  les  relatiotis  qui  existent  entre  les  covariants  el  les  invariants  de  caracièrc 
pair  d'une  forme  binaire  du  sixiéine  ordre  [Ibid.,  t.  XCVI  (1883),  pp.  232-238]. 

Brill,  Ueber  binare  Formen  und  die  Glcichung  secbsten  Gradis  [Mathematische  An- 
nalen,  t.  XX  (1882),  pp.  330-356]. 

Lindem.ann,  Ueber  die  Hess'e' sche  Covariante  cimr  binàren  algebraiscben  Form  fiinfter 
Ordnung  [Ibid.,  t.  XXI  (1883),  pp.  71-10S]. 

Perrin  (R.),  Sur  les  relations  qui  existenl  entre  les  covariants  el  les  invariants  des  formes 
binaires  [Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XCVI 
(1883),  pp.  426-430]. 

In  queste  comunicazioni  all'Accademia  delle  Scienze  dell'Istituto  di  Francia  il  sig. 
R.  Perrin  applica  la  teorica  dei  covarianti  associati  alla  ricerca  delle  relazioni  esistenti 
fra  covarianti  ed  Invarianti  ;  il  qual  metodo,  come  ebbi  a  notare  nel  corso  del  presente 
lavoro,  trovasi  esposto  ed  applicato  nella  mia  Monografia  del  185S. 

[Pi.],  [Pa.]. 


LXXXVI. 
SULLA  TEORLV  DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Annali  di  Matetnatica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XII  (1883-84),  pp.  49-72 


PARTE  PRIMA. 

I.  Indicheremo  con  ^(.v,  to),  ;r_(.v,  w),  2^(.v,  oj),  ::,(.\-,  oi)  le  quattro  funzioni  di 
Jacobi  : 

à,  (.V,  co)  =  2  q'^Q  sen  x]V[(i  _  2  <]='cos  2  .v  +  q'')  =  J^"^(—  i)'"  qT^'"'^"  e  '""^■"% 
-3^  (.V,  0.)  =  2  </"  Q  cos  A-  PI  ( I  +  2  ^/^'  cos  2  A  +  q'')  =  5:"?  '  ""'  '^'"""'"'  ' 

^(-v,  -)  =  epi^'  +  ^'^'^"'  cos  2x  +  </--)  =  5;;.</'"^.-", 

nelle  quali: 

{Fuudamenla  nova,  pag.  185,  equaz/  6),  e  gli  indici  r,  in  devono  assumere  tutti  i  va- 
lori numerici  interi,  il  primo  dall'unità  all'infinito,  il  secondo  da  —  co  a  -{-co;  inoltre 
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Si  indichi  col  sig.  Dedekixd  *)  r,  (oi)  la  espressione  : 

si  avrà  per  la  doppia  rappresentazione  di  j,  (.y,  oj)  : 

'W  =  ,7=^.(f-f)=-"^("-'") 

essendo  i  =  Y —  i  . 

Sia  il  un  numero  primo,  a,  (i  due  numeri  interi  che    possono    prendere  i  valori 
I,  2,  3,  ...  ,  ed  s  un  numero  intero  da  zero  ad  n  —  i  ;  pongasi  : 


G,„(-)  =  -(-i)'^ 


IVo^ 


saranno  evidentemente  F^(oi),  G-^_^(co)  eguali  ciascuna  ad  '/i  (w)  per  w  =  3,  5  =  o. 
Nel  caso  generale  rammentando  una  delle  relazioni  contenute  in  una  mia  comunica- 
zione all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  del  luglio  1858  **),  cioè  la 

e  ponendo  in  questa  .v  =  —  ed — — in  luogo  di  w,  si  giunge  facilmente  alla 

r  T  un  o  >         o        o 

nella  quale  s  ^  e  "  . 


*)  Dedekind,  Scììreihin  an  Herrn  Borchardt  ùber  die  Thiorie  dir  illiptischen  Mod uì-Fiinctlomn 
[Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LXXXIII  (1877),  pp.  265-292]. 

**)  Sur  diversis  équations  analogues  aux  èquations  modulaires  dans  la  tìiéorie  ies  fonclions  elliptiqins 
[Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVII  (1858),  pp.  337-341.  (Vedi  pag. 
339,  forinola  2)]. 
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Posto  quindi  : 


si  ottiene  fra  le  funzioni  G^  ,  (w)  ed  F„(w)  la  relazione  lineare: 

(2)  G^^,(o^  =  (-ir'2'''^'A,F^(^- 

2.  La  funzione  : 

la  quale  per  «  =  3  coincide  colla  vi  (a>)  del  sig.  Dedekind,  ha  varie  proprietà  che 
passiamo  a  stabilire.  In  primo  luogo,  mutando  l'indice  a  in  «  —  a  oppure  in  n  -f-  a, 
si  hanno  le 

alle  quali  può  aggiungersi  la  F_,  (w)  --=  —  F^(co).  Poi,  sostituendo  oi  -|-  i  ad  w,  si 
ottiene  la 

e  per  mezzo  della  nota  relazione  : 

si  deduce  la 

le  quali  due  ultime  relazioni  pel  caso  di  7/  =  3  conducono  alle 

già  trovate  dal  sig.  Dedekind  (pag.  281). 

Sostituendo  nella  relazione  (i)  sopra  rammentata  3  — — —  in  luogo  di  oj,  e  po- 
nendo in  seguito  nella  medesima  x  =  wt:,  si  ottiene  la  seguente: 
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(-  i)      ^.(^cot;,  3— tJ— j  =  ^.O"'^-.  S'^'O 

+^{-  iT^""''r  ('^-^[0'  +  5^)"'^,  3«"0  +  r'^.[("  -3^)^^>  3«h)- 

Ora  da  una  delle  forinole  date  dal  sig.  Schroeter  nella  sua  dissertazione  :  De  acqiia- 
iionibus   lìiodiilaribiis   (Regiomonti,  1854,  pag.   14,    formola  7)    deducesi  la  seguente: 

^,  ("  -  '^,  "0  ^,  (»  +  3  ■',  3  "0  -  ^,  ("  +  ^  "0  -^  ("  -  3  '^^  3  '0  =  ^.  (2  ",  3  '-)  =,  (2  '^  "), 

e  supponendo  in  questa    u  =  ;;co77,  u  =:  zw-  dopo    aver    posto  «co  in    luogo  di  co, 
osservando  essere 

^.  [(«-..)  co::,   «co]  =  ^-"— .r,(aco::,   .co), 

ì,[(h  +  a)co::,  hco]  =  -  ry-'"-^"a,  (a  co -,  hco), 

5"S,(2«aco,    3«co)  =  3.("w-,   3HC0), 
si  giunge  alla 

à,  (a  co  ::,   u  co)  (  <;"  à,  [(«  +  3  a)  co  :t,   3  «  coj  +  g"^'  ;j.  [(«  -  3  a)  co  r,   3  «  co]  j 

=  -::,(«  co  :7,   3  «  co)  à,  (2  7.  co  ::,  ;;  co)  , 

per  la  quale  la  relazione  superiore  può  scriversi  : 

(-  0      -.(-,  3-^)  =  -.(«-,  3-")L^  +1-       --^^J  . 

Ma  dal  valore  di  n  (co)  si  ha  tosto  essere  : 

r,Oico)==  —  icj-":zXn^oT.,  3  ho), 
e  dimostrasi  facilmente  che 

secondo  che  ti  è  della  forma  6  t  —  i   oppure  della  6  /  -]-  i .  Si  avrà  cosi  la  relazione  : 
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e,  siccome  moltiplicando  fra  loro  le  funzioni  F,  (w),  F^  (co), ...  si  ottiene  dopo 

alcune  riduzioni  essere 


ed  analogamente  dal  prodotto  delle  G,^  (o>) ,  G^ ,  (co) ,  . . .  si  ha 


nc.,0-)  =  4zroM.(^)' 


se  si  pongono 


_F>^  ;        _G,.,W 


.(co) 


si  deducono  tosto  le  seguenti  : 

(4)    FI)'.=(-o^L4/J 

od  infine,  ponendo 


(5) 


giunge  alle  rimarchevoli  relazioni  ; 


.,(^y 


■/l(oOl/« 


;(<o) 


e  la  relazione  superiore  (3)  prenderà  la  forma  : 

(7)  >'?,=  +  (- o°^y'-^(.  +  g=--^«). 

il  doppio  segno  avendo  anche  in  queste  ultime  formole  il  significato  esposto  sopra. 

3.  Le  equazioni  modulari  di  cui  le  radici  sono  le  ^„ ,  ;^^,  ^^,...  :^„_,  hanno 
quindi,  per  quest'ultima  equazione,  la  proprietà  caratteristica  delle  equazioni  Jacobiane, 
cioè  fra  le  radici  quadrate    delle  radici   stesse  sussistono  -^ —  relazioni    Uneari.    Ma 
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questa  classe  va  distinta  dalle  altre,  sia  per  la  speciale  proprietà  delle  radici  stabilita 
nelle  relazioni  (6),  quanto  per  quelle  relative  alle  funzioni  F,(<»),  G^,(c.j). 

Un'altra  interessante  proprietà  delle  espressioni  j,  fu  indican  dal  prof.  Klefn  in 
un  suo  pregevole  lavoro  *)  deducendob  da  un  noto  teorema  relativo  alle  funzioni  à. 

Essendo,  come  è  noto  : 

^.  ("  +  '^O  =.  0'  -  ^0  ^.  ("'  +  0  ^.  (^  -  0 

+  ^.  (t' + 0  ^,  (-^'  -  0  =.  e^'  +  ")  ^.  {^  -  «) 

-f  '='.  ('  +  ")  3,  0  -  ")  -,  (.^'  +  '-•)  -.  {^  -  ■^')  =  o , 

se  si  pone  in  essa  : 

u  -=^  liùT.  ,         X'  =:  ;h  Co  t:  ,         w  =  ^  (o  t:  ,         t  =  hojT. , 
si  deducono  le  relazioni  : 

(8)  yi^^yì-^yg^tyg-i  +  3'«*i:y„.-fc  v  V'  +  )'i-;yi-/>'j-.  V-  =  °  > 

nello  sviluppo  delle  quali  si  terrà  conto  delle 

(9)  >'„_a  =  —  ;•,,      V»-.,  =  ya  >      v_.  =  -)'.• 

Infine  una  condizione  alla  quale  soddisfanno  le  funzioni  y^  si  ottiene  moltiplicando  fra 

loro  gli  71  valori  della  funzione  r,  1  — — I  corrispondenti  ad  J  =  0,  i,  2, . . .  n  —  i. 

Questo  prodotto  dà  : 

i  1     \       n       /         Y)  («  w)    ' 

e  per  esso  dalla  seconda  delle  equazioni  (4)  si  deduce  la 


FlH5..  =  ^[;:7S-J 


o  per  la  prmia  delle  stesse  (4)  : 

n    * 
ma  le  e,,  sono,  per  la  relazione  (2),  funzioni  Kneari  delle  j,,  quindi  il  primo  mem- 


*)  Klein',   Ueber   giwissi    Theiiuerthe   àer    i-^-Fuiictiori   [Mathematische  Annalen,  t.  XVII   (i 
PP-  565-574]- 
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e  la  forma  stessa  sarà  eguale  ad  una  costante.  Il  prodotto  delle  radici  ;;;;„,  :{^,  ...  :(^^_^ 
sarà  poi,  per  l'equazione   stessa,  eguale  a  ( —  i)  '  n. 

4.  Posto  : 

■'-  27     k^ii-kj     ' 

dove  è  è  il  modulo  dell'integrale  ellittico,  la  funzione  "/;  (w)  può  esprimersi  nel  modo 
seguente  *)  : 


Sieno  x^  ,  .v„,  a',,  .  .  .  .v„__  gli  n-\-  i   valori  di  .v  corrispondenti  ai  moduli  \,  \^,  . . .; 
i\  avranno  analogamente  alla  superiore  le 

_i  --L  -^(dx.^  Y 

■/)  (n  Cu)  =  cost. .Y„  ''  (i  —  .v^)    "  «    M  "j^  )    ' 

per  le  quali  dalle  relazioni  (5)  si  ottengono  le  seguenti: 


(") 

\         -^  (i  —  ^j 

A  queste  relazioni  si  giunge,  come  è  noto,  anche  nel  modo  seguente.  Posto: 


6   x(i  —A-)'  i44^-(i  —  ^)  ' 

la  H  soddisfa  alla  equazione  differenziale  del  secondo  ordine: 


*)  Dedekind,  Memoria  citata,  pag.  281. 
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u"  -{-pu'  -j-  qu  =  o, 

nella  quale  u'  = -i —  ,  u"  = -j — j.  Analogamente,  indicando  con  X  una  qualsivoglia 
delle  x^  ,  x^,  x, ,  .  . . ,  con  U  il  valore  di  u  corrispondente  e  con  P,  Q  i  valori  di 
p,  q  nei  quali  siasi  sostituito  X  ad  .v,  si  avrà  : 

Se  ora  si  pone  :  

"-  =  +  (-')'^l/i-,         »,  =  !'?„ 

e  si  indica  con  u  una  qualsivoglia  delle  'j^  ,  'j^,  •j^,  ...,  si  ha  dalle  (5): 

e  quindi  dalle  equazioni  differenziali  superiori  si  dedurranno  le 
PX'  ^  =  X"  -  4  —  X'  +  p  x\ 

La  prima  di  queste,  integrata,  conduce  tosto  alle  relazioni  (11);  eliminando  la  u  dalle 
due  si  giunge  ad  una  nota  equazione  differenziale  del  terzo  ordine  non  lineare  fra  X 
ed  X,  ed  infine,  essendo 

x^Ci—xYdX 
U*  =^  cost.  7-^^ ^  -j —  , 

x-(i-xr 

si  avrà  dalla  seconda  pel  valore  di   O  : 

X '  -—  cost.  ^—^ —  (2 -J 'j"  —  6 •/'  4-  2p'j'j'  —  q •/)  , 

il  quale  valore  di  X  sostituito  nella  precedente  relazione  darà  per  la  determinazione 
di  u  una  equazione  differenziale  del  terzo  ordine  non  lineare. 

5.  Se  la  relazione  (i)  si    deriva    rispetto    ad  .v  e  ponesi    quindi    nella  medesima 

,  (0  +  85  .     ,  ,.  .        .         , 

X  =  o  ed  ■ in  luogo  di  o>,  si  ottiene  la 
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+  (-  iy.2^(-  O's-»^  </  [...'(.co::,   «co)  +  2a 


i  s  i  a  (0  7u,«  ( 


essendo  :3,'(o>  '"^)'  ^'X*'^'^,  «")  i  valori  della  derivata  di  3.  (.v,  /ho)  rispetto  ad  x 
nella  quale  sia  sostituito  ad  .v  lo  zero  oppure  a  co  77.  Ora 

.;(o,  «o)  =  2V(co}; 

si  avrà  perciò  dalla  equazione  superiore  : 

+  5^  (—   I  r  ^"^'  1  "  [«  ^;  (='■  '•'  ~.    "  <")  +   2  a  ;■  3,  (oc  co  77,    n  co)]  , 

la  quale  dimostra  che  non  solo  le  'j,^  ,  u^,  u.,  ...  u^__. ,  in  causa  della  relazione  (7), 
sono  legate  fra  loro  da  — — —  relazioni  lineari,  ma  sussiste  altresì  la  stessa  proprietà 
per  le  u^ ,  u^,  u|,  ...  *). 

6.  I  coefEcienti  delle  equazioni  modulari  di  culle  radici  sono  le  :(„ ,  :(^,  Z,,---K„-i 
sono  numerici  oppure  funzioni  di  x.  Il  sig.  Klein  in  una  lettera  a  me  diretta  e  pub- 
blicata nei  Rendiconti  dell'Istituto  Lombardo  **)  ed  il  sig.  Kiepert  in  una  sua  me- 
moria ***)  hanno  stabilito  alcuni  criteri  per  la  determinazione  di  quei  coefEcienti,  che 
riassumiamo  brevemente. 

Se  «  ^  5  (mod.  12),  i  coefficienti  della  equazione  modulare  sono  numerici  op- 
pure  eguali  a  ex' ,  essendo  e  numerico  e  [j-  un  numero  intero. 

Se  n  ^  j  (mod.  12),  i  coefficienti  stessi  sono  numerici  oppure  eguali  a  c(i  —  x^' , 
essendo  v  intero. 


')  Vedi  la  mia  Nota:  Sopra  una  classe  ài  equazioni  modulari  [LXXV  :  tomo  II,  pp.  193-198]. 

**)  Klein,  Sulle  equazioni  modulari  [Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo,  s.  II,  t.  XII  (1879), 
pp.  21-24];  ed  anche:  Ueber  Multiplicatorglekhungen  [Mathematische  Annaien,  t.  XV(i879),  pp.  86-88]. 

**•)  Kiepert,  Zur  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  [Journal  fùr  die  reine  und 
angewandle  Mathematik,  t.  LXXXVII  (1879),  pp.  199-216]. 
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Se  H  ^  1 1  (ir.od.  1 2),  quel  coefEcienti  sono  numerici  oppure  eguali  a  e  .v  '  (i  —  x)  ^ , 
potendo  essere  y.  oppure  v  anche  eguali  a  zero. 

Se  infine  11  ^  i   (mod.   12),  i  coefEcienti  sono  numeri  o  funzioni  di  .v  e  di  i  —  x. 

Indicando  con  fl, ,  a,,  a,,  ...  a^,  ...  a^^^^  quei  coefficienti,  si  ha  che: 

Se  »  ^  5  (mod.   12),  sono  numerici  tutti  i  coefficienti  a^  pei  quali  r  ^  0  (mod.  3); 

sono  eguali  a  ex'  i  coefficienti  a^  pei  quali  r  -\-  [j.  ^  o  (mod.  3)  per  r  >  4,  sono 
nulli  gli  altri. 

Se  il  ^  ~  (mod.  12),  sono  numerici  tutti  i  coefficienti  a^  pei  quali  r  ^  o  (mod.  2); 

eguali  a  r(i  —  x)^  quelli  pei  quali  ;■  -p  ■'  ^h  o  (mod.  2)  per  r  >  6,  nulli  gli  altri. 
Se  «ss  II   (mod.   12),  sono  numerici  i  coefficienti  a^  pei  quali  r^o  (mod.  6), 

ed  eguali  a  ex'  (i  —  x)  "  quelli  che  danno  r-)-2[^.  -)-9''^o  (mod.  6)  per  r  >•  7; 
gli  altri  nulli. 

Se  infine  ;.'  ^  i   (mod.   12),  non  esiste  alcun  coefficiente  nullo. 

Applicando  questi  criteri  ai  casi  di  «  =  5,  7,  11,  si  ha  tosto  che,  indicando  con 
s^  la  somma  delle  potenze  erresime  delle  radici  ^^ ,  ;^^,  -j,  .  .  .  ,  sono: 

per      «  =  5,       ij^5^  =  5^  =  o,     i,  =  c,     s^=^cx^; 

per      ?;  =  7,       i^  =  j,  =  5.  =  0,     s^  =  c,    i^  =  c,     s^=^c,     5.  =  c(i — x)^; 

per      nz=ii,     s^^  s^  =  s^=  s^  =  s^^  s_^  o,     s^^c,      5g=cx', 

S^^=c(l—.x)\        5^^  —  Cx\       S^^   =  CX^(l  xy,       S^^r=:C; 

essendo  le  e  coefficienti  numerici. 

Richiamando  ora  le  relazioni  (6),  si  otterranno  le  seguenti  : 
per  H  =  5  : 

per  n  =^  -j  : 

(Ry.y+l(Rh)-='.  -f. 

(13)  /e  così  per  le  potenze  4"  e  6";  inoltre 


(n^«y+5(Piy'=^-(--^)^  ^ 


7" 
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e  per  h  =:  1 1  : 

alle  quali  relazioni  devono  aggiungersi  le  (8),  (io). 

PARTE  SECONDA. 

I.  Considereremo  in  questa  seconda  parte  in  modo  speciale  i  tre  casi  ?!  :=  5,  7,  1 1, 
e  porremo  : 

cioè  : 

=  y\y.  per  H  =  5  ;         u^  =  —  yj^y    per  h  =  7  ; 


(0 

Supponendo  «  =  5,  si  ha  : 

e  quindi  dalla  prima  delle  (12)  si  ottiene  la 

y.y.iy'"  -y\°  -  "3',3'D  =  i> 

e  dalla  seconda  la 

0;°  -  )'ry  +  228jj  jK}'"." — >'r)  +  496j;°}':°  =  12  x"^. 

Eliminando  da    queste  y^° — y\°  e  ponendo  u  in    luogo  di  J,}'^,  si  giunge    alla  equa- 
zione modulare  : 

la  quale  può  presentarsi  sotto  l'una  o  l'altra  delle  forme  seguenti  : 

posto  : 

P=  5'u-  +  10.5^./  +  I  ,         Q  =  5^-  +  4.53,/  _  I  , 
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Derivando  la  prima  delle  equazioni  superiori  rispetto  a  u  si  ha  : 

Al  _    6    F(2 
e  quindi  per  le  stesse  (i)  : 

(3)  x^Vi—x.'y 


12  1'—  3 

.     ,       d'^ 

in   cui   U   =:  -; —  . 
dx 
Derivando  logaritmicamente  questa  equazione  si  ha  tosto  : 

essendo  p  =  -y — % ^-^  .   Derivando  nuovamente  quest'ultima  equazione  ed  aggiun- 
gendo alla  derivata  l'equazione  stessa  moltiplicata  per  2p,  si  ottiene  la 

Ora,  se   si   pone  ci  =  —z r  ,  in  cui  m  è  un  coefficiente  numerico  a  determinarsi, 

.v(i— a) 
le  (2),  (3)  danno  : 

q  =  —  36'»^'^     , 
e  per  la  (4)  : 

q'  -{-ipq^  —  J2m^'j">, 
si  avrà  in  conseguenza  : 

P+  0 

4^'J'  +  2(9'  +  2pq)'J  =  —  144'»      ,j-R~''''' 

la  quale  sommata  alla  superiore  conduce  alla    nom  equazione    differenziale    lineare  del 
terzo  ordine  : 

'^"'  +  3Ì"^"  +  (p'  +  2p'  +  4'7)'^'  +  2(9'  +  2;>^)u  =  o, 
allorquando  sia  : 

'"  ~  T2V  ■ 
Le  funzioni  y^,  y^  sono  quindi  in  questo  caso  integrali    fondamentaU  della   equazione 
differenziale  ipergeometrica  del  secondo  ordine  : 

y"  +  Py'  +  ?;'  =  0 . 
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Sviluppando  la  equazione  differenziale  superiore  in  u,  si  ha  : 

(nSq.v  —  20C 

900  ^  -"   ^  '  5400 


,.=  (,.  _i)./"  +  ^(-,._4).vu"  +  -l-(i3S9x-20o)u' 


e,  se  ponesi  u  =  u' ,  cioè  considerasi  l'altra  classe  di  equazioni  modulari  rammentata 
al  n°  5  della  prima  parte,  si  ha  collo  stesso  procedimento  l'altra  equazione  differen- 
ziale : 

x'Cx  —  i)  II'"  -^  -  (1 X  —  4) X II"  -A e  1541  '^'  —  200)11' Il  =  o  . 

V  y  i     2   v/  t/  I     ^Qp  V    JT  y  200 

Queste  due  equazioni  differenziali  appartengono  alla  specie  considerata  recentemente 
dal  sig.  GouRSAT  *).  Quest'Autore  presenta  la  equazione  differenziale  ipergeometrica 
del  terzo  ordine  sotto  la  forma  : 

.,=  (,.  _  i)y"  +  [(3  +  a^  +  a,  +  .,).v  -  (i  +  /..  +  /;J].v/' 

-f-  [(i  +  <^,  +  <?,  +  '^  +  '^'Z.  +  «.^,  +  '^, '^J-^'  —  ^',''J>''  +  «,«,«,}'  =  0  ; 

ora,  se  y  =  u,  si  hanno  tosto  i  valori  : 

e  siccome 

^.  =  T  ('Z,  -}-  ^^2)  »         ^2  ^^  -  ^i  —  '  ' 

sari  V  o  '■>  eguale  al  prodotto  di  due  funzioni  ipergeometriche  del  secondo  ordine, 
come  si  è  trovato  sopra.  Nell'altro  caso,  cioè  se  }>  =  ii,  si  hanno  : 


e  si  avrà  per  uno  degli    integrali    fondamentali  la    funzione    ipergeometrica    del  terzo 
ordine  : 

V^  ,  b,,  X  J       4-  (i  ni) (i,  m) (b^ m)        ' 
in  cui  il  simbolo  (a  h)  =  a  (a  -\-  i) (a  -\-  2)  ...  (a -\-  b  —  1)  ed  (rto)  r=  i. 

2.  Passiamo    al    secondo    caso    in    cui  n  =  7.  In  primo    luogo  la    relazione  (8) 
della    Parte  i%    nella    quale    pongasi:  /;  z=  o,  /  —  m  =  g,  dà,    avuto    riguardo    alle 


*)  GouRSAT,  Mémoire  sur  les  fonctious  hypergéomHriques  d'ordre  supérieur  [Annales  Scientifiques 
de  l'École  Normale  Supérieure,  t.  XII  (1883),  pp.  261-286;  395-430.  Vedi  anche:  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCV  (1882),  pp.  717-719;  t.  XCVI  (1883),  pp.  185-188]. 
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susseguenti  condizioni  (9),  la 

e,  supponendo  /  =  3  ,  »;  =:  2  quindi  g  =1  i  ,    si    ha    la    forma    ternaria    del    quarto 

ordine  : 

(5)  jb'4  +  }'4)'.  +  Vb'.  =  0 

essendosi  posto  — y    in  luogo  di  y,  e  — y^  in  luogo  di  y_.  Dalle  (6)  si  hanno  le 

l'^T  =  -  ly.y.y, ,      VI  =  -  jl.X^,,, 

e  si  ottiene  tosto  per  la  (5): 

+  ^''0'.^:  -  y'Ù  +  ^'"(y\y:  -  yD  +  '"(yj:  -  yOÌ  ■ 

Ora 

Y  (FI^^.y=  f  ['syìyly;  -  4(v.ji  +  yjl  +  yjD]  ; 

si  avrà  cosi  per  la  prima  delle  (13): 

5y]ylyl  -  ()■.>'!  +  yjl  +  y,yl)  =  i  ; 

ma  il  primo  membro  di  questa  equazione  è  l'hessiano  della  forma  ternaria  (5),  quindi 
'^  3'i'  y^'  y  funzioni  di  w  o  di  x  che  annullano  quella  forma  ternaria  rendono  l'hes- 
siano della  medesima  costante. 

Rammentando  le  (1),  si  avrà  in  questo  caso:  y,y,y^  =  '^^  e  quindi: 

>"-  =  y.yl  +  y,y:  +  y,yì  =  5  -^^  —  i  • 

Pongasi  : 

'2  =  )'b'4.      ^  =  ^'4)'.  '      ^  =  yiy2> 

la  (5)  darà  la  a  -j-  ^  +  '^  =  o  ^  ^^  superiori  le 

abc  —  \>^ ,        be'  -{-  ca-  -\-  dF  =  •j^(5'j-'  —  i)  . 
Suppongasi  : 

bc  -{-  ca  -\-  ab  ^=  ^t-j' , 
essendo  t  una  funzione  indeterminata  di  'j  ;  si  avranno  le 
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nelle    quali   8  =  |  i  -j-  4t'  ed  w  una  radice  cubica  immaginaria    dell'unità.    Da  questi 
valori  si  ha  tosto  che 

bc'-\-ca'~\-ab'=z—^'/[:  -{-  (co^-..)S], 

e  da  questa  dèducesi  il  valore  di  /  e  quindi  quello  di 

bc-\-  ca-\-ab^  —  u^P^, 
posto  :  P  =  y'u**  —  13  'j-*  -|-  I.  Analogamente  trovasi  essere  : 

be'' -{-e  a'  -\- ab'  =  — u'^P"^, 
le  quali  due  ultime  danno  le 

^  =  y:y:-hy:y]-]-y]yl  =  -^^P^,      ^  =  yl  +  yl  +  yl  =  - [-^)'- 

Ora  il  primo  membro  della  seconda  delle  equazioni  (15)  (i"  Parte)  si  può  esprimere 
in  funzione  delle  f^.,  v,  u,  e  l'equazione  stessa  può  scriversi  come  segue  : 

—  V'  _4,/(i29[7.'  +  3534'^>-'+  14128'/ [..+  3i37iu'^)  =  2.]  l/Y(i  —  .v)~, 

nella  quale  sostituendo  per  [a,  v  i  loro  valori  in  u,  si  giunge  alla  equazione  modulare  : 

(6)  '-■'^  =  7^' 

alla  quale  può  anche  darsi  la  forma  : 
essendo  : 

Q  =  7^'^'  -  5-r^'  + 1  >    R  =  f^^"  -  H-7'"^"  +  63.7-'./  -  70.7..^  - 1. 
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Le  )\,  _)',,  y^  possono  considerarsi  siccome  funzioni  di  u,  ed  in  questo  caso,  ponendo 
?<_  —'—^Jj.^  . .  .  ^  dalle  )\y^)\  —  '■>',  n  -{-  b  -}-  e  =  o,  si  hanno  le 

'.  +  '.  +  '.  =  0  > 

'XI'  -h  30  +  l.(c  -^  sa)  -^  t^(a  +  3h)  =0  , 
essendosi  posto  : 

Dalle  due  superiori,  indicando  con  p  una  indeterminata,  si  hanno  le 

f  ',  =  5  ^  +  '^  >         ?  '.  =  5  «^  +  «  ,         p  '4  =  5  «  +  ^  . 
e  quindi  : 

da 
°7 


i  quali  valori,  sostituiti  nella  derivata  rispetto  a  u  della 

bc^  -\-  ca'  -\-  ab'  =  '->^ (5 'j*  —  J ) 
conducono  alla 


Determinati  cosi  i  valori  di  «,,  n^,  ti^  in  funzioni  di  'j,  si  ottiene  con  breve  calcola- 
zione la  equazione  differenziale  lineare  del  terzo  ordine  di  cui  le  )\,  )\ ,  y^  sono  in- 
tegrah  fondamentali  ;  essa  è  la  seguente  : 

d'y    ,    ,  d'y    .         d  y     , 


'-  ^py^^d'jj'     '"-  3  d'.  ^  9 


nella  quale  : 

-_L/p_l       '1L\  - 

3    d.  -^  9  '        7.9  u^P' 

le  P,  Q,  R  essendo  le  tre  funzioni  di  u  sopra  indicate. 
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Questa  equazione  differenziale  si  può  facilmente  trasformare  mediante  le  relazioni 
(6),  (7)  fra  .v  e  u.  Infitti  dalla  (7)  si  ha  : 

e  quindi  per  le  stesse  (6),  (7)  : 


da  cui 


(8)  77  =  -8^3: 


'du'^'   du    "'    2     X{l   -x)\d'J  }' 

d'x    ,    ,d'x    ,        dx  I      j6  —  387X /^/x\' 


L'equazione  differenziale  trasformata  potrà  quindi  porsi  sotto  la  forma  : 

^X-v  -  i)/"  +  ^  (7-^-  -  4)-v/'  +  ;^^(387A-  -  56)/  -  ^rf^J  =  °^ 
equazione  differenziale  ipergeomecrica  del  terzo  ordine,  nella  quale  : 

'^"  "  ~  '^  '     '^'  ^  2^  '     '^''  ~  2:37  '       '  ~    3   '       '  ~    3    ■ 

Infine  la  stessa  equazione  (8)  conduce,  mediante  il    procedimento  indicato    nel  prece- 
dente paragrafo,  alla  equazione  differenziale  lineare  del  quarto  ordine  : 

^^(^_  ly.iv.^  ^7  ^._4),(.,_j),y-_^  _l_(27.i9i.r_  5899X  + 80.14)0" 
—,  (27.4099  X—  2.39779)0'  —  Tf^'J  =  0, 


3  .4^7'-  4^7' 

alla  quale  fa  riscontro  l'altra  che  si  ottiene  ponendo  u  =  u' ,  ossia  la 

.,-(^-  _  jyu^y-\-(jx-4-)xix  -  i)„'"+^(9.569x^  -  5863  x+  8o.i4)«" 


+ 


- — - — :(9.ii74i.v  —  2.38i59)m' tt  "  =  0  ■ 
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3 .  Il  caso  di  «  r=  1 1  presenta  maggiori  difficoltà  per  le  molte  relazioni  esistenti 
fra  le  funzioni  y^.  Esso  fu  considerato  dal  sig.  Klein  in  una  sua  Memoria  pubblicata 
nei  Mathematische  Annalen  *),  ma  in  modo  incompleto.  Perciò,  salvo  le  dieci  relazioni 
seguenti  fra  le  3",,  i  risultati  che  qui  si  ottengono  sono  affatto  nuovi. 

Scrivendo  —  v  in  luogo  di  r, ,  le  dieci  relazioni,  che  si  deducono  dalla  (8)  della 
Parte  i  ''',  sono  le  seguenti  : 

y\}\  +  y\y,  +  y\y,  =  ° .  ylyj-,  —  y\y,  y,  -  y]y,  y-,  =  «  > 

}■;  Vi  +  yly-,  +  ^'b',  =  °  -  ylyj^  -  3'-^9^'s  -  ylyj^  =  °  > 

(9)         \  yly,  +  yly,  +  )13'.  =  "  '  yly-J^  ~  -^'^'-^'j  ~  ^'■>'93's  =  °  ' 

yly,  +  yly.  +  yly-,  =  °  >  V;)',-^  ~  y'^y^y^  —  yly^y*  =  ° > 

yly,  +  }'b\  +  yly,  =  «  »  )13'.  y^  -  ylyj-  -  y^'Js  =  °  • 

Noteremo  dapprima  che  le  relazioni  (6)  della  Parte   i^,  ossia  le 

C  =  -  ^i'-y,y,y,y,y, ,      i)  =  "'•  ]7[c,,,., 

danno  per  le  superiori  (9)  : 

C  =  ^^y.yj.ysy,  +  ^'^.  +  ^"s  +  ^"^^  +  ^"^^  +  ^'"^s 

essendo  : 

e.  =  ^2y^y.yl  —  2iyly]y.  +  30jbv^1  -  Syb'.yl  —  5J4>'9  "  53'IV;  +3''' 

T,  =  —  2;-, }■,}■:  -  ^2ylyly.  +  2v;>';  +  4;'j'^^  +  6yjl  +  8;'!y. , 

ed  i  valori  dì  e  ,  '{  ;  e  ,  j  ;  e,  j  ;  e.,  y,  si  otterranno  da  quelli  di  c^,  '.\  molti- 
plicando gli  indici  delle  j,,  y^,  ...  per  4,  9,  5,  3  (mod.   11). 

In  secondo  luogo  la  prima  delle  relazioni  (14)  della  Parte  1°  conduce  alla 

/  =  y'y-,  +  yly.  +  yly,  +  yly,  +  yly^  =  ^ 

e  siccome  questa  funzione  /  e  le  altre  della  stessa  specie,  che  considereremo  in  se- 
guito, hanno  la  proprietà  che  il  secondo,  terzo . . .  termine  si  possono  dedurre  dal  pri- 
mo moltiplicando    nel  medesimo    gli  indici    delle  y  per  4,  9,  5,  3  (mod.   11),  si  po- 


*)  Klein,   Ueher  die   Transformation    eìfler    Onlnung    der    eHiplischm    Functionen    [Mathematische 
Annalen,  t.  XV  (1879),  pp.  533-555]. 
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Iranno  rappresentare  col  solo  primo  termine  e  scrivere,  per  esen-ipio  : 

Ciò  posto,  si  osservi  che  dalle  relazioni  (9)  si  deducono  le  seguenti  : 
essendo  : 

(")  ^  =  yj,y^y,y;> 

si  avrà  così,  considerando  l'hessiano  /;  della  forma  /,  che  : 

'^  =  3y,yj,y,y-,  +  (v;)',)  —  (yly.y,)  =  o , 

ed  inoltre,  come  lo  dimostrano  tosto  le  rebzioni  (9),  saranno  : 

dì^_  dh^__  d]^_  d!i_  db   _ 

d)\~     '       dy^~     '       dy^~     '       dy.~     '       dy.'" 

Alle  forme  /,  /  degli  ordini  3°  e  5°  aggiungiamo  ora  le  tre    seguenti  degli  ordini  4°, 
6°,  11°  e  cioè  : 

(12)  m=(y]yj;),         n  =  (yly'j;) ,         p  ^  (y]') , 

e  notiamo  che  fra  queste  cinque  forme  sussistono  le  tre  relazioni  che  seguono  : 
f  in'' n -\- 22 r m  —  ii//h -|-  2/'/ =  o  , 

(13)  <,  uh'  —  4m^  —  4flm  —  2fn  =  o, 
[    Ip  -{-  44  P  n  -\-  III*  —  6//  iir  —  6f-  /'  =  o  . 

La  prima  di  esse  dà  : 

,   iilm-\-p 
ufi  —  /«'    ' 

il  qual  valore  di  n  sostituito    nella  seconda    conduce  alla    equazione  del  quinto  grado 
in  in  : 

(14)  ni'— 21  fi  Ili'  -^  SS  fi' m  — /(ii'/'+/')  =  o, 

e  per  queste  due  la  terza  diventa  : 

P  =„//L,„^[4/'»^  -  2Sflm'-i-(s.ii^P+f)m  -  22/'/^]. 

Ne  segue  che  le  tre  forme  m,  n,  p  saranno  date  da  tre  equazioni    del  quinto  grado, 
di  cui  i  coefficienti  sono  funzioni  delle  /,  l  o  della  sola  /,  essendo  /=  i.  Ora  il  va- 
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lore  di  .v',dato  dalla  seconda  delle  forinole  (14)  della  Parte  i",  si  può  esprimere,  per 
le  relazioni  (9),  col  mezzo  delle  cinque  forme  superiori  nel  modo  seguente  : 

—  i2x^  =  p  —  238/w'  —  1678/'/  +  11.664/;; 

trascurando  un  fattore  /'  perchè  eguale    all'unità.  Da    questa,  per  le    relazioni  (13)  e 
per  le  altre  che  da  esse  si  ponno  dedurre,  si  giunge  alla 

24 1^  •  ^^  —  I  •  1''  =  —  in'p  —  510/;/;"*  —  13590/'/;;»'' 

-\-  22  (2869 /;;;';;  • —  144.11'/';;;  -\-  28.11/'/')  , 
e,  sostituendo  in  queste  i  valori  di  ;;,  p  trovati  sopra,  si  otterranno  le 

C^^)     {     24l/F.l/r^=T.|T=^^^J^[i4.ii7'/;;z^  +  (ii'/'-/0m' 

—  )6.ii'  f'ì'm'  —  2.ii/7(ii'/'  —  23/')w  +  jó.!!'//']; 


perciò  tanto  x  '  ,  quanto  yx  —  i ,  soddisferanno  ciascuna,  analogamente  alle  tre  for- 
me m,  n,  p,  una  equazione  del  quinto  grado  i  coefficienti  della  quale  sono  funzioni 
di  /.  Queste  due  ultime  equazioni  sono  evidentemente  due  forme  diverse  della  equa- 
zione modulare  del  dodicesimo  grado. 

4.    Sostituendo  nella  (14)  per  /,  /  i  loro  valori  /  =:  i,  /  ^ ^^,  e  ponendo 

»n  =:  — ^ ,  la  equazione  stessa  diventa  : 

(16)  «'  + 2iì'-j- 88/ —  Z  =  0, 

essendo  : 


Z  =  i — r^ , 

e  le  (15)  prendono  la  forma: 

\  0'+ii)p^  =  2-(^  +  8,-'/'-a'-ii)/-32:^', 

)  (,^_j_ii),'5    =  i4x''^  +  a" +i)'^  +  56r'^+2(;^^+  11.23)/ +  36^', 

essendosi  posto  per  brevità  : 

(18)  f=I2AS  S=:  241^7. /l    -  X. 
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Da  queste,  osservando  essere 

n(.+..)=eiii2:=ie(f)', 

si  dedurranno  le  seguenti  : 

•'''  4-  1 1  ' 
—  ^— b P  =  (^   +  ")''+  120;^'/'  +  8(-'  —  11.29)/' 4-  I200;^'« 

(„)  (  '        -sf -..■.„), 

-  W  +  "0''^  =  9^'U''  +  5-iO''  +  36-29^'''  +  4^'(i9^'  -  11.311)^' 
—  (l"  —  36.23.11  ^'4-  II')'  — 4^' (25  ^'  —  247.11'), 
le  quali  moltiplicate  per  la  prima  delle  (17)  danno: 

-  (f+  11)?'^'  =  98^^/^ +i5^'(^*- 3)'' +  3041''^  + 6^:^(13;;:^ +  937)t 

-(^■'-1238^^+11'), 
-0'+ii)pS^=6.ii'-';^+i5.ii-(^^-7)/'  +  a-+i78.iK''-ii)/' 
+  2.ik'(-13v''  +  2047)/  —  ii(^''  —  1346^' +  23.11). 
Se  ora  per  mezzo  delle  (17)  e  di  queste  ultime  si  forma  la  espressione 

0'+ii)(iiflp^^  +  ii/-Sr  +  iirp'^'  +  jp;iO> 

nella  quale  a,  b,  e,  d  sono  quattro  indeterminate,  trovasi  tosto  che  supponendo  a  =  40, 
b  :=  —  15,  e  =  —  2,  rf  =  I,  il  secondo  membro  riducesi  alla  espressione: 

-0^+11)^"^  + 90.11  ^^-11); 

si  avrà  cosi  la  equazione  modulare  del  dodicesimo  grado 

:[_'^  -j-  90.11  z!  +  40.11  p;;^-*  —  15.118;;^'  —  2.11  p':<:' -f-  pS;;:  —  11  =:  0, 
nella  forma  già  nota  pei  lavori  di  Klein  e  di  Kiepert. 

5.  Indicando  con  F(/)  il  primo  membro  della  equazione  (16),  si  ha: 

f'(0  =  (5 '^+8)0^  +  11) 
e  la 

,        N  r^,.sdt  dZ 
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per  la  quale,  derivando  rispetto  a  ;^  la  prima  delle  equazioni  (19),  dopo  alcune  ridu- 
zioni, si  ottiene  la  seguente  : 

6^=F(0.v"^^  = -II  [14^''^  + (^'+0^'  + 56^"-'^  + 2(^^+11.23)^  +  56^'], 
e  quindi,  rammentando  la  seconda  delle  (17),  si  giungerà  alla  imporunte  relazione: 

(21)  SY^  =  -(5t'  +  ^)0'l, 


nella  quale  g^  =  11. 16  f'3  .x'')'i  —  .v;  od  alla 

essendosi  posto  : 

to  =  V^>  '.  =  -(5'^  +  8)0T 

e  la  espressione  /;  sarà  quindi,  come  la  i^,  radice  di  una  equazione  n.odubre  Jaco- 
biana  del  dodicesimo  grado. 

Per  mezzo  della  successiva  derivazione  rispetto  ad  .v  si  giungerà  così  a  determi- 
nare in  funzione  di  <  e  di  i,  le  sei  espressioni  ti,  i^,  t^,  ...  t%  le  quali  tutte  hanno 
la  proprietà  indicata.  Queste  espressioni  possono  tune  essere  poste  sotto  una  stessa 
forma,  cioè  la  seguente  : 

'.  =  [^  '"  +  ^  t''""'  + h  '^  '^  +  /]  ^'1 Y, 

nella  quale  a,  b,  ■  ■  ■  f  sono  coefficienti  numerici;  ma  per  giungere  ad  esse  senza 
gravi  difficoltà  di  calcolazione  importa  premettere  alcune  osservazioni  sui  valori  sopra 
esposti  di  p,  S,  p'',  pS. 

Indicando  con  ^"(0  ^-^  espressione  : 

VI-(0  =  -   220^  +   I0/=  -  22)+  ZtQ'  +   IO)  , 

si  ha  che 

0^+ii)T(0  =  ^' 

posto  r  =^  z^  -{-  II';  ed  i  valori  di  p,  S  ponno  esprimersi  nel  seguente  modo: 
-  ii^p  =éo  ^^vi-(/)  +  (611^  +  368/^  +  352);:% 

ii3S^j8^;(3.,^_|.88;^-(0  +  7(9J''+iiO4(^+3-ii  +  '=  +  S.ir)<^ 
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Se  ora  si  osservi  che  per  le  (20),  (21)  si  ha  : 
si  onerrà  tosto  dal  valore  di  /.  che 


e  pel  valore  precedente  di  p  : 

posto  : 

.',  =  (7/^  -  64/^-80)  ^M^^- 
Cosi,  essendo 

-  ^!j^  =  '4^  l(7t'  -  32)'i-i0  +  5(5t'  +  8)(7;^  -  641'  -  Soy^^VL 
si  ha,  pei  valori  superiori  di  p,  (\  la 

nella  quale  : 

t-,  =  (5  i'  -  624  /^  -  372  /^  +  4.23  3)  i'  \^. 

I  valori  di  p^  e  di  p'^  necessari  nella  ricerca  delle  ultime  due  espressioni  t^,  t  si  ot- 
tengono facilmente  da  quelli  di  p,  S  osservando  essere  : 

^•X0  =  ^0^'  + 20/^ +  5^(^  +  44)- 
Cosi  si  avrà  la  relazione  : 

ah  .  -.       ,  .   . 

4^j^  =  — 35. irp/,-42.ii'ò/,  +  17.11'?  'o  — 4'4, 

essendo  : 

^  =  (ii3''  +  2.4'i'-6.4'-223;^-2.4\832i/^-25.4^37)^n'F 

e  collo  stesso  procedimento  si  determinerà  il  valore  di  /  .  Derivata  nuovamente  que- 
st'ultima funzione  rispetto  ad  .v,  si  otterrà  pel  suo  valore  una  espressione  lineare  delle 
t^,  t^,  ...  i  coefficienti    della    quale    saranno    funzioni  di  p,  S.  La    eliminazione  delle 
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cinque  funzioni  «, ,  /, ,  ...  /,  darà  infine  per  t^  o  per  Vi,  una  equazione  differenziale 
lineare  del  sesto  ordine,  analoga  a  quelle  che  abbiamo  determinate  nei  due  casi  pre- 
cedenti. 

Dicembre   1885. 

[C],  [Pa.]. 


LXXXVII. 
SULLA  TEORL\  DELLE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI. 


Armali  di  .Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XIII  (1885),  pp. 


I.  Consideriamo  una  equazione  diiferenziale  lineare  dell'ordine  m  -\-  i  : 

(0  y""" + pj"' + pj"'-"  +  — h  p,„^j  =  o , 

e  sieno  v, ,  )\,  ...  y„^,,  '«  +  i  integrali  fondamentali  di  essa.  Supponiamo  che  in 
quella  equazione  le  derivate  sieno  prese  rispetto  ad  una  variabile  .v,  della  quale  sono 
funzioni  \i  p,,  p^,  ...  p„,^,.  Sia  /(r, ,  y^,  ...  ;',„^,)  una  forma  ad  m  -\-  i  variabili, 
dell'ordine  n  ed  a  coefficienti  costanti,  si  avrà  : 

e  la  funzione  /(x)  dovrà  soddisfare  ad  una  equazione  differenziale  lineare  dell'ordine 

(« +!)(»  +  2)   ...   (;/  +  ;«) 
1.2.3   ■  ■  •  ni  ' 

i  coefficienti  della  quale  saranno  funzioni  delle  p,,  p^,  ■■■  p„,^^  e  loro  derivate. 

Per  determinare  questa  equazione  differenziale  dell'ordine  g  si  può  procedere  nel 
modo  seguente.  Si  considerino  le  g  funzioni  di  x,  che  indicheremo  con 

[''..   »■.>   •••   '■J  (''.>   r^,   -l   '■,,,=  0,    I,   2,   ...   /;) 
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e  per  le  quali  sussistono  le  relazioni  : 
/    [o,    o,    ...    o]=/(x), 

i        [''l'     ''l'     ■   ■    ■     ''„]    =    °         P^""         ''    ^=    '',    +    ''2    4"     •    ■    •     4"    ''m    ^     "  » 

(2)  'lI^^Z^2_l^^l="g,^[,_,,^,    ...,,_!,,_+,,.  ..,-J, 

notando  che  in  quest'ultima  espressione  il  coefficiente  di  p^  è  [r, ,  r^,  ...  r^]. 

Le  funzioni  [r^,  r^,  ...  r^]  sono  evidentemente  in  numero  g-^  eliminando  colla 
derivazione  successiva  e  colla  formola  ricorrente  superiore  ?  —  i  fra  esse,  si  giungerà 
alla  equazione  diffi;renziale  lineare  dell'ordine  g  alla  quale  deve  soddisfare  la  [o,  o,  . . .  0], 
ossia  la  /(-v). 

Supponendo  nota  la  funzione  /(-v),  il  problema  che  rimane  a  risolversi  si  è  quello 
di  determinare  i  valori  delle  v, ,  v, ,  ...  _)',„_,  in  funzione  di  essa,  dei  coefficienti  della 
equazione  (i)  e  delle  loro  derivate.  Ora  questo  problema  può,  in  generale,  farsi  dipendere 
da  un  altro,  quello  cioè  di  determinare  i  valori  dei  covarLinti  della  forma /(j^ ,  )\,  ■■■  3'„^,) 
in  funzione  della  /(a:),  delle  p^,  p^,  ■  ■  ■  p„^,  e  loro  derivate. 

2.  Nel  caso  di  in  ^  i,  cioè  delle  equazioni  differenziali  lineari  del  secondo  ordine, 
ho  già  esposto  alcuni  anni  sono  un  metodo  per  la  determinazione  di  quei  covarianti  *), 
metodo  che  qui  riassumo  brevemente. 

É  noto  per  la  teorica  delle  forme    binarie  : 

1°  Che    se  nella    forma  /()',,  vj  si  sostituiscono  alle  y\,  y^  le 

si  ottiene  una  forma  dell'ennesimo  ordine  in  .v, ,  x^  la  quale  indicherò  con 
„    ,  „  ,        ,    "T"  —  i)       ..  ,    ,    , 

'o  -■^■"  +  "  '.  ^r  -■^z  -\ — ^ — -  '2  ^.~"  -^'i  +  •  •  •  +  'n  -■^■" 

ed  in  essa  i  coefficienti  1^,  t^,  ...  t^  sono  covarianti  della  forma  f(j\ ,  y^)  ; 

2"  Che  qualunque  altro  covariante    della    forma  f(j^,  y^  m.oltiplicato    per    una 


*)  La  thiorie  des  formes  dans    l'integration    des    équations    differentieV.es    lincaires    du    second  ordre 
[Mathematische  .■Vnnalen,  t  XI  (1877),  pp.  401-41 1]. 
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potenza  della  forma  stessa  è  uguale  ad  una  funzione  razionale,   intera,  di   quei   primi 
covarianti  t^,  t^,  ...  t^. 

Vediamo  ora  come  si  possano  determinare  i  valori  di  i^,  t^,  ...  t„  in  funzione 
di  /(.v),  dei  coefficienti  p^,  p^  e  delle  loro  derivate.  Le  funzioni  indicate  sopra  con 
[r, ,  r^,  ...  r^]  sono  in  questo  caso  ad  un  solo  indice,  e  denotandole  con  X^  si  a- 
vranno  le 

(3) 


ì     ^^^^-^ri^è  +  ^P'^'+^P'^-') 


Inoltre  dalle 

yJ:+yJ.=^\,      yJ.+y'J.  =  \ 

si  deducono  le 

A/,  =  y\  \  —  y^_  1^  ,  —  1}\_  =.  y\  \  —yl,, 

posto  A  ^  y^y[  — y^yl;  si  avranno  quindi  le  relazioni: 
ossia,  per  la  formola  ricorrente  (3),  si  otterrà  la  seguente  : 

(4)         Au  =.  ^^L/(x)c-  ,j'w^]  +  .;ì^^ -^.j^_., 

essendo  u.   =  — — — ;  dalla  quale    si    dedurranno    i    valori  à\  t  ,  t  ,  . . .  t 

ir  ^j  J  T  ,>      4>  » 

quando  sia  noto  quello  di  t^ . 
Se  si  pone  : 

e  si  introduce  una  variabile  'j  legata  alla  x  dalla  -j—  =  — ^  ,  la  (4)  trasformasi  nella 

(S)  .„,=;^,[%  +  K» -.)<,-,.,], 

e  si  avrà  : 

nelle  quali  si  è  scritto  ::;_  in  luogo  di  :i^ . 
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Si  giunge  così  al  teorema  : 

Indicando  coti  5^  la  espressione  seguente,  di  j{x),  p^,  p^  e  loro  derivate: 

le  espressioni  i^,  ^, ,  ...  :i„_^  si  otterranno  per  meno  della  formola  ricorrente  (5)  e 
la  :(_  dovrà  soddisfare  ad  una  eqm-:;ione  differen:^iale  non  lineare  dell'ordine  n  —  i  rap- 
presentata dalla  (6). 

Se  infine  si  indicano  con 

h  =  -Af}\,    t  =  2ifh),    i  =  ^(jfX'    -  =  ao>ecc. 

covarianti  della  forma  binaria  /()■_ ,  y^)  dell'ordine  n,  essendo  : 

fb  =  t^,        ft^t.,        f'l=Jt^  +  3'U         2/^(o=//^  +  2/,t.,  ecc., 
si  avranno  le 

3.  Passiamo  ora  a  considerare  il  caso  in  cui  ni  =  2.  Le  funzioni  [r^,  r^,  ...  r„] 
sono  a  due  indici,  le  indicheremo  con  )v^  ^  e  si  avranno  per  esse  le 


(7)  dK, 

(     dx 

Sia 


^'00  ^  /(^')  >         ^r,5  =  °     P^"^     r  ~\-  s"^  n  , 


/..       /,.       /.3 

Ky.,y.,y-)^   A.  ^  h. 
U    U   fn 
l'hessiano  della  forma  /(v,,  y^,  >'.),  e  sia 

y.   j.   y. 


y-~<n-:)dy,dy} 


y^  y, 
y"^  y'I 
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moltiplicando  ^  due  volte  per  A  colla  ordinaria  regola  della  moltiplicazione   dei  deter- 
minanti, si  ottiene  : 


(8) 


h\'  = 


>^„.    ■X..    >. 


*0'.>  J.»  y^) 


Siccome  secondo  covariante  della  forma  /()',,  y^,  y  )  consideriamo  la  forma 

/..       /..       /.3        K 

L  /.  /,    h^ 

f:     U    /n     K 
/;,      h^      b.      o 

dell'ordine  2  (4  n  —  9).  Essa  pure  moltiplicata  per  A"  nel  modo  suindicato  conduce  alla 

\o       '^.o       \:       1^0. 


V'        ì{n-2)dyj 


(9) 


essendo  : 


(IO) 


ks.' 


a  X 


'^.o      ^.0      ^'.i      ."-,c 

K   '>■„   \.  y-0, 
f-00   r'-io   f^-oi   ° 

^W.         t^M  =  o     per     r  +  i>3(«  — 2), 
>+■  +  (3  «  —  6  —  r  —  5)  [J.^^, , 


Il  valore  della  espressione  l>-o,  =^  y'!  h ,  -{-  y'^  b ^ -{-  y"  h ^  si  può  ottenere  direttamente 
differenziando  b  (j^ ,  y^ ,  y^  rispetto  ad  7, ,  >j ,  >',  e  moltiplicando  opportunamente  i 
differenziali  per  A^;  si  giunge  così  alla 


(II) 


^Vo.   =  - 


^00         K         \ 

\,    K    \. 


+  ^,0         ^20         "^, 


Se  infine  indichiamo  con 
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'a>  V..J.) 


/, 

/. 

A 

/;, 

/;, 

h. 

/t, 

l-^ 

k^ 

\  2(4H  -  9)  dyj 


'■00       ."-00       \o 

/A  = 

'"io       f'io       ^10 

\,       f'oi       ''01 

=    ^  W  .                      ''r,!    — ■    0         P'^''         ''    ~f 

_  4-(8„—  18- 

il  covariante  dell'ordine  3(4»  —  9)  della  /(}',,  v, ,  v.),  si  ottiene  tosto  moltiplicando 
per  A  : 

(12) 

nella  quale  ; 

>2(4«-9), 

(  -^O.Vi  +  i'.^^,.-i  +  ;';V_l)- 

Anche  il  valore  della    espressione  v^^  =>'','^',  H-^l'^'i  +  )'"^";  ^^  P"ò  onenere  diretu- 
mente  dalla  k()\,  y^,  y  )  in  funzione  delle  1,,,  u-,,  e  si  ottiene: 


(14) 


Le  formole  precedenti  conducono  quindi  al  seguente  teorema  : 

Se  il  valore  di  una  forma  f(j\ ,  y^ ,  y^)  dell'ordine  n,  di  ire  integrali  fondamen- 
tali di  una  equazione  differeii:^iah  lineare  del  ter^o  ordine,  si  suppone  noto  ed  eguale  ad 
f{x),  ed  indicando  con  h,  h,  t  i  tre  covarianti  della  medesima  sopra  stabiliti,  si  pone: 

le  funzioni  h(x),  a  (x)>  K^)  ^'  possc7io  ottenere  espresse  colla   /(x),    i    coefficienti  della 
equaiione  differen:;iak  e  le  loro  derivate. 


2(4«—  9)  y^ 
n  —  2 

\ 

K  \.  Kc 

+ 

(« 

- 

2)i^„o    f^io     i^oi    0 

'•00      '^•■0 

1 

,   y-o. 

2(3«-7) 

'■io       \o       \,       .".. 

n—  2 

'■e.       '■i,        '0.       t^o. 
K-co      P-io       ."^o,        ° 

i\  \.  >.„  .. 

'o,       ' 

Il    K-00 

+  y-J.   >■,.   >■„  .».. 

+ 

5^1.    ' 

..        K-.o 

(1  ■'..,   ■ 

\.  ."0. 

\.  > 

..       f^o. 
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4.  Supponiamo  dapprima  /(.v)  =  o.  Per  la  sussistenza  di  questa  equazione  dovrà 
evidentem.ente  essere  soddisfatta  una  relazione  fra  le  p,,  p,,  p.  e  le  loro  derivate.  Al- 
lorquando questa  abbia  luogo,  i  valori  generali  di  h  (.v),  k  (.v),  /  (.\-)  sono  i  seguenti  : 

/;(.v)  =  _(„_  ij-e   ''''    V, 

,     ,     ,  ì       9(«— 2)-  ^     9(;/-2)^- 

(15) 

+ 


[y/':+é(«-i)y.-5v]//j, 


nelle  quali  1  =  /,,„,  ly.  =  ),  . ,  a  v  =  1     ed  //  =  -p-,  k'  ^  -r—  .  La  prima  di  queste 

-°       '  =■  °'  dx  dx  ^ 

formole  fu  già  fatta  conoscere  dal  prof.  Fuchs  *). 

I  valori  delle  tre  funzioni  indicate  con  1,  y.,  v  si  ottengono    nei  vari    casi   parti- 
colari per  mezzo  delle  relazioni  (7). 

Supporremo  in  questo  paragrafo  p^  =  o,  la  quale  ipotesi  non  altera  la  generalità 
dei  risultati  ne!  caso  che  qui  si  considera.  Porremo  inoltre  :  p^:^  a,  p,  ^^  b  e 

X  =:  a'  —  2b ,        '^  =  (^aoL^  —  6  a  a"  -j-  7  a'  "  ; 

K,  [i  sono  cosi  gli  invariaìiti  della  equazione  differenziale  lineare  del  terzo  ordine. 
Dalle  relazioni  (7)  si  ottengono  tosto  le 

(\o  =  0'     '^,0=^0.     \,  =  — («—  0^->     ''■,=  — ^-'^ 
(16)  \^  +  (u  -  2)  A,.  =  -  A"  +  a  ). ,     («  -  2)  ).,,  ^  3  A', 

(  («-2)[3>..  +  («-3)\o]  =  3>'', 

e  così  di  seguito. 

Sia  ora  n  =  3,  si  hanno  le 

A^,  =  '>'",         >-o2  =  —  2  a"  +  fl  A  ,         ^;o  =  3  '''  ; 


*)  Fuchs  L.,  Ueber  lineare  hovwgene  DiffeientialgUichungen,  ^wischen  deren  Integraìen  ìioniogene 
Relationen  hòheren  aìs  ersten  Grades  besUben  [Sitzuugsberichte  der  Kònigl.  Preuss.  Akadeuiie  der  Wis- 
senschaften  zu  Berlin,  a.  1882,  pp.  705-710;  vedi  anche:  Acta  Mathematica,  t.  I  (1882),  pp.  321-362]. 
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ma  la  equazione  (7)  dà  : 

e  quindi  si  hanno  per  1^^  i  due  valori  : 

2  ^,^  =  r"  +  3  a  V  +  /O. ,         >._^  =  _  2  A'"  —  al'  -{-  (a   —^b)!, 

ossia  A  dovrà  soddisfare  alla  equazione  : 

A'"  j^aV  -\-^  (a'  —j-7.)\=o. 
Ma  per  la  stessa  (7)  : 

^^  =  >„,  -  2(.l,.  +  Fa.,),        ^  =  -3  i'^\.  +  ^O, 

perciò,  deducendo  dalla  prima  il  valore  di  >^,  e  sostituendolo  nella  seconda,  si  avrà 
una  seconda  equazione  differenziale  in  1,  evidentemente  del  quinto  ordine,  la  quale 
abbassata  d'ordine  per  mezzo  della  precedente,  diventa 

y.l"  -\ a'  a'  -] C^"  +  9  «  «)  ^  =  O  . 

3  3-7 

Da  queste  equazioni  differenziali  con    abbassamenti  successivi  si    ottengono  le  due  del 

primo  ordine  : 

07)  pv+^(l.-Z^V).  =  o, 

(ijot-f^'  —  8fia'  — 1:21  ^Ay  ^  J^( 217.'^"  —  S'^x"  —  j 2 a 7. <^  —  L^rw\l  —  o, 

ed  eliminando  >.  si  otterrà  la  relazione  fra  i  coefficienti  della  equazione  differenziale  e 
le  loro  derivate,  relazione  già  nota  per  le  ricerche  del  sig.  Halphen  *).  Soddisfatta 
questa  equazione,  dalla  prima  delle  precedenti  si  otterrà  il  valore  di  >.  e  quindi  quelli 
di  H-v),  K-v),  /(.v)- 

5.  Sia  in  secondo  luogo:  /(.v)  =  o  ed  /j(x)  =  cost.  =  i  ;  dalle  (15)  si   dedur- 
ranno le 


*)  Halphen,  Sur  ìes   multi pìicateurs    des  èqualìons   différenlielles  linéaires    [Comptes  rendus    des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCVII  (1883),  pp.  1408-1411  ;  1 541-1544]. 


SULLA    TEORL\    DELLE    EQUAZIONI    DIFFERENZIALI    LINEARI. 


(i8)  ,(,)^    Oi^^,iA-'lÌ, 

2  (4  //   -  9)  ^  .V  ' 

e  quindi  X'  =  —  4/»,  X-  Le  relazioni  (7)    conducono    facilmente    in  questo    caso  alle 
seguenti  : 

>-,,  =  —  jp^  \         /,„  =  0,         3  \,  +  (h  —  3) /_^^  =  o  , 

\.  +  ("  -  2)  >„  =  -  f  0;  +  f  i'J  -  3i'J  "^  , 

(«  -  2)  \,  =  K.  +  2  (;-,  A„,  +  p,  \,  +  p,  \.) , 
2  A.,  +  («  -  3)  V,  =  K.  +  p,  K  +  i'3  ^.o ,      Ko  =  4^.  +  («  -  4)  \o  , 

e  cosi  via.  Se  n  =z  3,  sarà  1^^  ^  o ,  ossia  [/.  =  0 ,  e 

ed  i  valori  di  k  (.v) ,  /  (.\)  saranno  in  questo  caso  : 

K-v)  =  -  -^  ^-f^^-"  (i':  +  fK  -  3i'.)  .  ^  (-v)  =  —  e^f^'''  ^  . 

Inoltre,  essendo  X_^=^p,l,  si  avrà  la 

V,  +   2p,'>-a:,  —  JPJ,'^^  ~tPì'^  =  °> 

nella  quale  sostituendo  per  1^^  il  suo  valore,  si  otterrà  fra  i   coefficienti  p,,  p^,  p    la 
relazione  : 

ÌP"  +  jPJ[  -\-T,p:—p[-  ÌP,P.  +  t/'j  =  0  ; 
ossia,  ponendo 

i'  =  -jP':  +  Ì:Pl-jP,P.+P,, 
ed  X  ^  a'  —  2  i  come  sopra,  si  avrà  : 
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Infine,  essendo  \.  =  ^p'.''^,  si  otterrà  la  seconda  relazione  fra  i  coefficienti  dalla 
ossia  la 

p" + jp.p\  -  (2p: + f  K  -  9pdp, = o . 

Supponiamo  /i^  ==  ^  -i^  ;  dalla  prima  relazione  si  ha  : 


2     9 


e  dalla  seconda 


^.  =  f(^:  +  tA)-f^ 


P;    "^     2 


vt+^--'-n+ft 


dalla  quale,  supponendo  —  = ^,  si  ha  tosto  /),  ^  —  ^  ,  e    sostituendo    nella 

P,  ?  ^         9     ? 

precedente  ■  p.^=  —  o~  ~  •  Si  ha  quindi  il  teorema  : 
L'tqua:^one  differtnxjiìe  limare  del  terxp  ordine  *) 

?j"'  +  T?';'"  +  79")''  —  Ìl9"'y  =  0. 

nella  quale  o  è  una  fiin:^one  di  x,  ha  la  proprietà  :  che,  indicando  con  y^ ,  y^,  y  tre 
integrali  fondamentali  di  essa,  esiste  fra  i  medesimi  una  relazione  del  ter^o  ordine  a  coef- 
ficienti costanti,  e  che  rappresentando  con  /(>',,  y^,  )'.)  =  o  questa  Telamone,  l'hessiano 
della  forma  f  è  costante  ed  i  covarianti  denominati  k,  t  hanno  i  valori  : 

kb\,  y.,  y,)  =  - -r- ?">      K^'..  y.>  y~)  =  -  -fr?'"!^- 

2'. 6= 

La  nota  rela:;iom  algebrica  fra  le  forme  /,  /;,  k,  t  ed  i  due  invarianti  di  f  deve  essere 
soddisfatta  dalla  funi^iom  9. 

Osserviamo  da  ultimo  come,  ponendo 

(19)  q^P\-\-\p\-  ÌP.> 

alla  prima  delle  relazioni  trovate  fra  i  coefficienti  p,,  p^t  Pj  e  loro  derivate,  può  darsi 
la  forma  : 


*)  Vedi  le  Note  del  sig.  Halphen  citate  più  sopra. 
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e  quindi  che  in  generale  i  valori  di  ^'(.v))  '(-^0  possono  rappresentarsi  colle 

2'. 6 
Ora,  siccome  dalla  equazione  (18)  si  ha: 

3  P'        tix)         k'ix)  ' 
si  avranno  le 

__8__^  _       6.2^  kk" 

e  quindi  i  valori  delle  p^,  p,,  p,  in  funzione  di  k  (x),  i  (.v)  e  loro  derivate.  Sosti- 
tuendo questi  valori  nella  seconda  delle  relazioni  di  condizione,  si  giunge  ad  una  c- 
quazione  tosto  integrabile  che  conduce  alla  nota  equazione  : 

/^-i-flll/o  =  Ck-\-  D, 
5 

nella  quale  C,  D  sono  due  costanti. 

6.  Passiamo    ora    a    considerare    il    caso    in    cui    n  =  4,  nelle    stesse    ipotesi  di 
/(x)  ^  0,  /;(.v)  =  I.  Si  avranno  come  precedentemente  le 

^' =  —  T-/','>',         ^,,  =  — -i',  ^>  ^-o  =  o  > 

poi  le 

\o  =  — 3^1,  >         ^40  "=4 ''il     e  quindi     ^j,  =  —  ~Ki  j 
e  le 

^o.  +  2\,  =  -  f  (p\  +  jp]  -   ìp,)  l  , 

2  X,^  =  V^  -|-  2  (p,  \^  -j-  p^  1,,  4-  p.  \,)  , 

Da  queste  prime  relazioni,  rammentando  essere  X^^  =  Xy.,  1^^  =  Xv,  si    ottengono  le 

due  seguenti  : 

(20)  i,.'-\.jp^ij.=±(±c-p,), 


'~i'--j(p:  +  jp:-3P.)> 
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e  quindi  : 

K.v)=-4.tA'"(28|..+f5), 

nella  quale  q  ha  il  valore  superiore  (19).  Si  osservi  che  la  funzione  ij  ha  la  proprietà 
espressa  dalla  relazione  : 

si  avrà  quindi  : 

(21)  /(.v)  =  ^/^'''(l42,^-fa). 

I  coefficienti  p,,  p^,  p^  e  le  loro  derivate  dovranno  anche  in  questo  caso  soddisfare 
a  due  relazioni.  Per  determinare  queste  relazioni  si  procede  nel  modo  seguente.  Es- 
sendo note,  per  le  equazioni  superiori,  in  funzioni  di  1^^  e  di  >-  i  valori  di  a^^  e  di 
>„,  dalle 

^.  =  ^3  +  K  -  2 (/',>...  +  p^K,  +  p,K) , 

si  ricavano  quelli  di  1^^,  1^^;  ed  essendo 

K;  =  \,-3(ipr%-\-p.K  +  pp-j, 

K.  =  2À,.  -  2(p,\^-]-p^\,-\-r.\,), 

si  hanno  due  valori  per  1^,  che  eguagliati  fra  loro  conducono  alla  determinazione  del 
valore  di  u.  ;  si  ha  cosi  : 

3     ^■ 
posto  : 

M  =  m"  +  f  i^,  /«'  -  -^  (7  ^-  +  3  ")  '«  -  7  '7  (f  ==  -  ^3)  ' 
nella  quale  :  m^=p,  —  4^;  n,  </,  hanno  i  valori  superiori  ed 

'  =  P\-\-^P\-ìP.- 
Si  avrà  quindi,  rammentando  la  (20),  la  prima  relazione  richiesta  sono  la  forma  : 

La  seconda  relazione  si  ottiene  osservando  che,  posto  ).     =  \g,  dall'uno    o  dall'altro 
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dei  valori  di  1,,  si  deduce  essere: 


9  -^  '      a       ' 


posto  : 

ora  dalle  (7)  si  hanno  le  ultime  due  equazioni  : 

\  =  K,  +  3(P,K,-\-P.K  +  P,\ù, 
K,+  4(P,\-\-P.K+P,\)  =  o, 

dalla  prima  delle  quali,  ricavando    il   valore   di   \^  e   sostituendolo   nella  seguente,  si 
giungerà  alla  seconda  relazione  fra  i  coefficienti  p,,  p^,  p.  e  loro  derivate. 

Applichiamo  le  formole  trovate  alla  risoluzione  del  seguente  problema.  Supponendo 
come  sopra  :  /(.v)  =:  o,  /;  (.v)  =  i  ;  e  noti  i  valori  di  k  (x),  t  (x)  ;  determinare  quelli 
dei  coefficienti  p,,  p^,  p,  ■ 

Osserviamo  dapprima  che  dalla  equazione  (18)  si  ha  in    generale,   qualunque  sia 
il  valore  di  n,  che 
,     ,  1  dlos,t       d  log  k' 

(^^)  Y^'=^^x IT' 

e  quindi  sarà  determinato  il  valore  di  />_  ;  una  seconda  equazione  si  deduce  dalla  (21), 
ossia  la 

(24)  142/.,  -'^or.=  2.7.9  r-^-'''\/(.v); 

infine  le  due  relazioni  esistenti  fra  p,,  p,,  p^  e  loro  derivate  condurranno  alla   risolu- 
zione del  problema  propostoci  e  ad  una  relazione  fra  le  k,  l  e  loro  derivate. 

È  noto  che  la  teoria  delle  funzioni  ellittiche  offre  una  equazione  differenziale  li- 
neare di  questa  specie  nella  ipotesi  che  sieno: 

e  k^,  t^  due  coefficienti  di  cui  il  rapporto  -- =r  2.7.3  \  La  relazione  (23)  dà  per  p^ 
il  valore  : 

T        n  X   A 

p. 


.vO 

e  la  seguente  (24)  conduce  alla 

i-P/';  —^-y.  =  2.7.9 


5    '■--'•-.r(.^ 
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Suppongasi 


P, 


'(.v-i)' 


essendo  p  una  costante  indeterminata:  si  avrà:  a  =:-^-p — r  e  fra  le  t„,  q,  a„  sus- 

x(x-i) 

sistera  la  relazione: 

(25)  M2p  —fa„  =  2.7.9 /„. 

Per  questi  valori  di  p.  e  di  a,  dalla  espressione  di  a  in  funzione  di  p,,  p^,  p^  ^  loro 
derivate,  si  ha  tosto  : 

e  quindi  dovrà  essere  : 

2      Ix  —  1 


nella  quale  : 

(26)  i  =  ^a„-t-27p  +  7. 
Per  questi  valori  si  ottiene  la 

M  _        AJ„ 
a    -.v(.v-i)' 
nella  quale  : 

9  ^^o  \  /  /       / 

e  dalla  prima  relazione  (22)  fra  i  ccefEcienti  p,,  p^,  p,  e  loro  deri%-ate  si  deduce  la 

Si  ha  così  una  prima  relazione,  la  quale  deve  essere  soddisfatta  dai  coefficienti  indeter- 
minati /,  p  ;  ossia  la 

(27)  4-83  "f  —  4.25x7^  +  8.7' S^  +  éoy —  11.15^  =  o, 
posto  : 

La  seconda  relazione  fra  /  e  f  ottenuta  nel  modo  indicato  è  la  seguente: 
32.477'  —  2.11443-f  —  15.2837  —  43.1607'S-I-  100.67778 
+  64.7^7^'  +  15-773^  —  2.7.18618=  =0. 
Dalla  (27)  e  da  quest'ultima  si  deduce  la 

(28)  '^  =  4;^, 
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essendo  : 

A'  =  i4-64r  +  3-337T  +  200  ,        D  =  5^-^4T'  +  4-n^^  T  +  5-391 , 

e  quindi  : 

D-4A-=5-7-ii(8t+3)- 

Sostituendo  il  valore  (28)  di  (5  nella  (27),  si  ottiene  per  y  una  equazione  del  quinto 
grado  quale  risulta  dal  prodotto  dei  cinque  seguenti  fattori  : 

(2T  +  5)(8t+3)(32Y+i7)(j6y+5)(i28t  +  23)  =  o; 

sussistono  cioè  cinque  equazioni  differenziali  lineari  del  terzo  ordine,  gli  integrali  fon- 
damentali j,,  y^,  y\  di  ciascuna  delle  quali  soddisfanno  le  condizioni  del  problema. 
La  forma  comune  di  queste  equazioni  differenziali  è  quella  delle  equazioni  ipergeome- 
triche  del  terzo  ordine  *),  per  cui  : 

^ì  ^^  i  -\-  a^  -\-  a^-\-  a,-\-  a^a,-{-  a,a^  -{-  a^a^,         p  ^  ^,^2^,  > 
Posto  : 

'■  =  i  +  ji;M'  +  '^'    '■  =  i-j^S-'  +  '^'    •■>=T  +  ii;^'~'^' 

i  valori  di  a^,  a^,  a,  per  ciascuna  delle  cinque  equazioni  differenziali  si  ottengono  come 
segue  : 

pel  fattore         2  y  +    5  =  o  ,         in  ^  2  ,         r  =  1  ,         5  =  2; 

»  8  Y  -f-    3  r=  o  ,  ;«  ^  3  ,         ;•  =  I  ,  5=1; 

»  32  Y  +  1 7  =  0  ,  Hi  =  4  ,         r  ^  2  ,  i  =  I  ; 

»  56  Y  +    5  ^  o  ,  in  ^  j  ,         r  =  2  ,  5=1; 

»  128  Y  +  23  ^  o  ,  in  ^  S  ,         r  =  3  ,  5=1. 

Dalle  equazioni  (26),  (25)  si  deducono  poi  pei  valori  dei  coefficienti  indeterminati  a^ , 


*)  GouRSAT,  Ménioire  sur  les  foncliotis  hypergéométriqiies  d'ordre  supérieur.  [Annales  Scientifiques 
de  l'École  Normale  supérieure,  t.  XII  (188;),  pp.  261-286;  395-450.  Vedi  anche  :  Coraptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCV  (1882),  pp.  717-719;  t.  XCVI  (1883),  pp.   185-188]. 
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t^^  le  espressioni 


a,=  ^3(2,-f-5)(2. +  0(^-0, 


3'-'o 


^[^  -^(-'-^ +  ''  +  '■')]- f!r  (''■  +  '')('^  +  '■)('-  ') 


e  fra  i  tre  covarianti  h(y,,  y,,  J.)  ,  ^'0',,  y^,  y.),  '()',>  y^y  >';)  ^"^U^  forma  biqua- 
dratica /(}\,  }', ,  ;'.)  si  avrà  la  relazione: 

8.9-7' '„['^(v,,  v.> }',)  +  fli''i)\,  y.>  y,)]  =  /^'0'.>  ;'.>  )',)• 

Se  infine  notasi  che,  posto 

-..^^''■^  '  (y.y\-y,y'ù>      ^.  =  ^'-^  '  O.^'-v.v;), 

Is  \.i  j  \.,  )  A.-  sono  integrali  fondamentali  della  equazione  differenziale  del  te;zo  ordine 

e  che  il  valore  di  a^  +  f  si  ottiene  da  quello  di  p  permutando  le  r,  s,  si  dedurranno 
dalle  superiori  altrettante  equazioni  differenziali  lineari  del  terzo  ordine  di  cui  saranno 
noti  gli  integrali  quando  lo  siano  quelli  delle  stesse. 

7.  Alcune  fra  le  equazioni  differenziali  considerate  sopra  sono  conosciute  o  pos- 
sono dedursi  da  altre  note.  Il  sig.  Halphen  nel  suo  importante  lavoro  premiato  dal- 
l'Accademia delle  Scienze  di  Parigi  *)  ha,  fra  gli  altri,  considerato  il  caso  in  cui  in  =  2, 
r  =  2,  5  =  I,  che  conduce  ad  una  relazione  del  terzo  ordine  fra  gli  integrali,  ed  il 
caso  ;h  =  4,  r  =  2,  5  =  i,  cioè  il  terzo  dei  sopra  indicati.  Il  quarto  si  presenta  nella 
trasformazione  del  settimo  ordine  delle  funzioni  ellittiche  e  la  equazione  differenziale 
corrispondente  trovasi  già  nella  mia  Memoria  :  Sulla  teoria  deìle  funzioni  ellittiche  **). 
Infine  nel  secondo  caso,  la  funzione  /  è  il  quadrato  di  una  forma  quadratica. 

Rimangono  così   quattro    forme    biquadratiche /Q^ ,  y^,  y,),  che  soddisfano  alle 


*)  Halphen,  Mémoire  sur  la  rèduclion  des  èquations  dijjheniielles  lincaircs  aux  fcrmes  inté^rables. 
[Mémaircs  présentés  par  divers  s.ivants  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  s  II,  t,  XXVIII  (1884), 
n"  I,  pp.  1-301.  (Vedi  le  pag.  141  6235)]. 

•*)  [LXXX\I,  tomo  II,  pp.  295-318  (pag.  311)]. 
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condizioni  del  problema,  alle  quali  corrispondono  le  quattro  equazioni  differenziali  iper- 
geometriche  del  terzo  ordine  sopra  definite,  e  le  altre  che  possono  dedursi  da  cia- 
scuna di  esse  nel  modo  seguente.  Si  indichino  con  n^ ,  -/i^ ,  /),  tre  integrali  fonda- 
mentali di  una  equazione  differenziale  del  terzo  ordine,  e  suppongasi  che  fra  gli  inte- 
grali stessi  e  gli  )\ ,  )\ ,  y.  sussisnmo  le  tre  relazioni  : 

■^}''.  +  -i.)'l +  ■■>/;  =  ^. 

essendo  u,  v,  w  tre  funzioni  della  variabile  x.  Se  si  indicano  con  U,  V,  W  i  tre  de- 
terminanti 

nei  quali  : 

»,  =  u'  —  p^n  —  V  ,         y,  =  v'  —  p^v  —  lu  ,         w'i  =  '^'  +  pj  ^  +  l'i  " 

e  le  Kj,  i\,  w,  sono  formate  colle  ?<_,  i\,  w,  ;  le  /(.,  v  w,  colle  it^,  v^,  w^  come 
le  H, ,  v^,  li'^  colle  /(,  V,  w;  l'equazione  differenziale  in  r,   è  la  seguente: 

Un"'  -  {U'+p^  U)rr  +  [V-^2p^  U'  -  (3P:  +  P0  U]n' 

-  uf'  -ì-pj'-  (p:  -  pd  u'  +  (p':  -  />,  p:  -  p^  t/j  ■.  =  o . 

Per  ciò,  se  supponiamo  che  le  //,  v,  tu  soddisfacciano  alle  condizioni  : 


(29) 


U'-^2p,U  =  o,       v=^j-Ji^^—^^+3p[^sp{\u, 


I    IV^-  \^j^ .  +  — />,  -^ ^  +  p"  +  4/>, p\  +  2^;!  U, 

l'equazione  diiìerenziale  superiore  diventa  : 

-v^.v-  i)  V"  +i(7-v-4).vV'  +  |(/„x  -  i)r/  +  p„r,  =  0, 

cioè  una  equazione    ipergeometrica    del    tipo  delle    equazioni    differenziali    considerate 
fino  qui. 

Dalla  prima  delle  relazioni  (29)  si  ha  tosto  : 
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essendo  C  una  costante,  e    siccome  il    determinante    U,  posto  u  =  tt'"  -}-  P,  ^'  +  p. 
può  scriversi  : 


9    ^C-v-  0' 
e  le  costanti  e,  C  saranno  date  dalle  equazioni  : 

:r  +  c^(i  +  4Y)  +  S(2^^  +  30  =  o, 


(30) 

nelle  quali  si  ha  come  sopra  :  S  ^  27  s ,  y  =  /  —  7.  Determinati  così  i  valori  di  U 
e  di  zc,  le  altre  due  relazioni  (29)  daranno  quelli  di  1^,  p^ .  Posto  :  1^  —  7  =  y^, , 
27  p^  =  X^ ,  si  ha  così  una  prima  equazione  alla  quale    per    la    prima  delle   (30)  può 

darsi  la  forma  : 

4(t-To)^=3(3^-  +  2S), 

o,  se  indichiamo  con  r^ ,  s^  ì  valori  di  r,  s  per  la  nuova  equazione  ipergeometrica,  si 
avrà  : 

rl  +  sl-^  r„5„  -  0-  +  r  +  rs)  =  m^  |^-i-  +  A j  . 

11  valore  di  8^  trovasi  essere  : 

'\  =  —  ''^  -  3  e  > 
e  quindi  : 

(2  r,  +  s.)  (2  s,  +  O  (j.  _  r.)  -  (2  r  +  0  (2  !  +  0  (j  -  r) 


i»'(4-3)(i  +  4) 


Per  queste  relazioni  a  ciascuno  dei  valori  di  e  forniti  dalla  (30)  si  otterranno  i  corri- 
spondenti valori  di  r^,  s^. 

Limitandoci  a  considerare  il  caso  in  cui  vi  =  7,  essendo  pel  medesimo  : 

Y  =  -^.  »=--!#.  r  =  ^.         .  =  ,. 

si  avranno  le 

e  =  -i-,  ,  r    =  4  ,  5„  ^  I  ; 

4.7- 

e,  siccome  dalla  equazione  (11)  si  ha  : 

_    2     V  —  14^ 
'"--^.vCa.--!)    ' 
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sarà  fA„,  =  9W,  cioè  gli  integrali  yi^,  n^,  ri^  saranno  in  questo  caso  eguali  ad  h^,  h^, 
h  ,  come  ha  già  indicato  recentemente  il  sig.  Halphen  in  una  lettera  indirizzata  al 
prof.  Klein  *).  Gli  integrali  della  equazione  differenziale,  per  la  quale  r^=  i,  5^  =  4, 
saranno  pel  teorema  dimostrato  sul  finire  del  precedente  paragrafo  : 


e-'-^ 

'■      (/;^//_    _    Ì}J 

;) 

ossia  : 

/.     L    A 

^i  ^^ 

h^,     h^^     /;,. 
^>,     ^-.     ^, 

' 

r./r.' 


/;„     /;.,     i,,  I 
b..     h.,    b.. 


r/^ 


Q',  K 

— 

^kK), 

''■, 

/;., 

/),. 

/;,, 

h^. 

K 

/. 

A 

f, 

8.  L'equazione  (30)  dà  tre  valori  reali  di  e  per  ciascuna  coppia  di  valori  di  y 
di  ?{.  Pel  caso  in  cui  m  =  7  i  due  valori  non  ancora  considerati  sono  : 

4-7  4-7" 

ai  quali  corrispondono  i  seguenti  valori  per  r^,  s^: 

''0=8,     5„  =  2  ;         r^  =  6  ,     i^  =  3  . 


Supponiamo  : 


a kf,_  -f-  b // A, ,         ■rì.=a  kf.  +  è  F- b. 


nelle  quali  a,  b  sono  coefficienti    numerici  a    determinarsi,    e  gli    integrali  ■/),,  •/;,,  "/ìj 
sono  forme  ternarie  del  17°  ordine,  cioè  tanto  nell'uno  che  nell'altro  caso  dell'ordine 

Evidentemente  si  avranno  le 

u  z=  b  ,        V  =  0  ,         w  ^=  akl^^  -{-  hh"  y.^^  , 
e,  supponendo  è  =  i   come  precedentemente,  si  avrà  : 

c  =  -y(s.9  —  l.iia). 
Le    espressioni   -/i, ,  r,^ ,  •/],    sopra    indicate    saranno    quindi    integrali    della    equazione 


*)  Halphes,  Sur  une  équation  différentielle    Hnéaire  du    troisiime    ordn  [Mathematische    Annalen, 
t.  XXIV  (1884),  pp.  461-464]- 


2_;f       ' 

^_^-o         P-^-'] 

2.3.7 

'•^ ..%-  - 1) 
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ipergeometrica  del  terzo  ordine,  per  la  quale  r^^^ 8,  5^  =  2,  allorquando  sia  a^    '^'  '  , 

7.1 1 

b  ^=  1  ;  ed  integrali  dell'altra,  per  la  quale  r  =:  6,  i   ^  3,  se  a=  —  ,  i  =;  i  . 

Infine,  se  gli  integrali  r,^,  r,^,  r,.  sono  le  /c_ ,  k^,  l\,  si  avranno  le 


kx 


essendo  p,  q  due  coefficienti  nun-.enci.  Operando  come  si  è  tatto  più  addietro,  la  pri- 
ma delle  equazioni  (29)  dà  due  equazioni  del  terzo  grado,  l'una  per  la  determinazione 
di  p,  l'altra  per  quella  di  q.  Il  fanore  della  prima  che  corrisponde  al  caso  qui  consi- 
derato è  28/)  -|-  41  ^  0 ,  e  l'equazione  in  q  ha  questa  semplice  forma  : 

(2,;+i)(<7+i)0;+i4)=O-, 

e  le  altre  due  equazioni  (29)  conducono  ai  valori  r^  ^  8 ,  5^  =  i . 

I  risultati  ottenuti  fin  qui  dimostrano  l'analogìa  esistente,  per  jh  =:  7  ,  fra  questa 
equazione  diiTerenziale  ipergeometrica  del  terzo  ordine  e  quella  del  secondo  ordine 
denominata  dall'icosaedro. 

9.  Nel  caso  di  ;«  =  5 ,  il  sig.  Halphen,  nella  sua  Memoria  più  volte  citata,  ha 
determinati  i  valori  degli  integrali  della  equazione  differenziale  del  terzo  ordine,  per 
r  ^  2,  5  :=  i;  r  =  3,  i  =  i,  in  funzione  del  rapporto  di  due  integrali  fondamentali 
della  equazione  ipergeometrica  dell'icosaedro.  Indicando  con  v^ ,  v^  questi  ultimi  inte- 
grali e  ponendo  :^=  v^v^  1^,  b  ;^  è  radice  dell'equazione  modulare  Jacobiana 


Z.    i-  10^   —  12.V   ;;;  -1-5  =  0,. 
e,  come  è  noto,  si  hanno  i  seguenti  sei  tipi  di  radici  di  equazioni  Jacobiane  : 

^o=a*+7)^.  '^.  =  -^(^'+5),  V.  =  ^'. 

Ora  ciascuna  di  queste  funzioni  è  integrale  di  una  equazione   diiTerenziale    ipergeome- 
trica del  terzo  ordine,  nella  quale:  «, -|- ^^ -j- ^.  =  7»  ^,  =4-,  ''2  =  ^  '^  si  hanno: 
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per  9jj,  r  ^  s  ^  I  ;  e  per  ò^,  r  =  s  =  2;  poi,  per  9, ,  r  :=  3  ,  5  ^  i  ;  ed  r  =  i, 
i  =  3  per  o,  :  infine,  per  ò^,  r  ^  i,  s  =  2,  e  per  ó, ,  r  =  2,  i  =  i  :  cioè  la  i, 
come  si  è  già  detto,  e  la  (:;^'^  +  7)^  sono  funzioni  quadratiche  di  due  integrali  fon- 
damentali delle  equazioni  ipergeometriche  del  secondo  ordine,  per  le  quali  :  X  =  —  , 

ri-... 
(A  =  —  ,  V  := — .  1  casi  m  CUI  r  =  s  =  ^ ,  r  =  5  ^  4  si  ottengono   per  mezzo  di 

relazioni  lineari  delle  f,'i^;  nel  primo  caso  la  relazione  lineare  corrispondente  è  la 
3  ^I^Q -|- 12.V' A,;  e  nel  secondo  la  i2f^-{-i2x^(^^.  Queste  varie  espressioni  si  pos- 
sono facilmente  formare  in  funzioni  omogenee  di  v^,  v^,  osservando  essere: 

f  =  v^  v^  (y'°  —  v'^^  —  1 1  l'I  l'I')  =  I  , 
h  =^  v'°  -\-  v'°  -f-  228 l'I vl(y\°  —  v'°)  -\-  ^^^v'°v'°  =  12 X'  ; 
si  avrebbe  quindi,  ad  esempio  : 


v.v. 


(25  <  vt  -  /)  =  VJ(3  6  vi  vi  +  v';  -  v]") , 


iLj  =  YJ(^i^vlvl  -f-  v]°  —  v'°), 
e  così  di  seguito. 

IO.  Vogliamo  da  ultimo,  in  questo  paragrafo,  accennare  ad  una  trasformazione 
di  integrali  che  si  ottiene  facilmente  da  alcune  delle  formole  stabilite  in  addietro. 

Indicando  con  c^,  c^,  e,  tre  costanti,  se  moltiplichiamo  il  determinante  valore  di 
'(y,'  y\'  Jj)  (P^g-  324)  P*^""  2^(i  '^.y^y'-)  nella  ipotesi  di  /(x)=  0,   qualunque    sia 


n,  SI  ottiene: 


ossia  per  la  (12)  : 


l(±t,.v,v;)_  A 

A'/;  =  — ^- — V; 


quindi  si  ha  la  forinola  di  trasformazione  dovuta  al  prof.  Fuchs  *)  ; 


*)  Fuchs,  L.,  Veher  lineare  homogetie   Differentialglekhungeti,  z^ischen   deren  Integrden  homogene 
Rehtionen  bdberen  ah  ersten  Grades  bestehen.  [Acta  Mathematica,  t.  I  (1882),  pp.  321-362]. 
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X(±^.:>'^X)_      j mV 


x^./. 


(«  -  0 


Supponiamo  ora  che  «  ^  4  ed  /;  =  i ,  cioè  le  y^,  y^,  y,  sieno    gli    integrali    fonda- 
mentali dell'equazione  diflerenziale  considerata  in  addietro  ;  si  avrà  : 


__.    ^  ^_cost..^Cco)^ 

Z-^-/-  .v'(x-i)^ 


^•^ rf\ct    rnt^t     -r^  ( t,\  \  

essendo  : 

od  anche  *)  : 


[Pa.]. 


•)  HuRwiTZ,    Vebn  Relationen  ^vjhchen  CUsseniahUn  Iniiàier  quadratischer  Formen   von   negativer 
Deteiminatite  [Mathemntische  Annalen,  t.  XXV  (1885),  pp.  157-196;  (vedi  pag.   184)]. 


LXXXVIII. 

LE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  PEI  PERIODI 
DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Amuili  di  Matetnatica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XIV  (1886-87),  PP    2J8-240. 


Devesi  a  Kummer  *)  l'aver  dimostrato  che  gli  integrali  ellittici  completi,  secondo 
la  forma  ad  essi  assegnata  da  Legendre,  possono  esprimersi  per  mezzo  di  serie  iper- 
geon-.etriche.  In  un  recente  fascicolo  dei  Mathematische  Annalen  **)  è  riprodotto  un 
lavoro  del  1875  dovuto  al  sig.  Bruns  sullo  stesso  argomento,  nel  quale  per  la  forma 
di  questi  integrali  completi  o  dei  periodi  si  segue  quella  adottata  dal  sig.  Weierstrass. 
Lo  scopo  di  questa  Nota  non  è  tanto  di  giungere  a  quelle  equazioni  differenziali  man- 
tenendo agli  integrali  completi  una  forma  più  generale,  ma  piuttosto  di  indicare  un 
metodo  per  ottenere  le  equazioni  stesse  che  a  me  sembra  preferibile  ai  noti. 

Posto  : 

f(x)  =  .X-'  -^Ay+J^x  +  A.^  =  {x  -  aj  (.V  -  a,)  (x  -  «J 

ed  flg>  i7_  >  a,  ;  considererò  siccome  integrali  ellittici  di  prima  e  di    seconda    specie 
i  seguenti  : 

J_rch^  I     rxdx 

"S"./»,    T    '  2    Ja,  t  ' 


*)  Kummer,  Ueber  die  bypergeometrische  Reihe  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
t.  XV  (1836),  pp.  39-83;  127-172  (vedi  pag.  144)]. 

**)  Bruns,  Ueher  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  iweiter  Gattung  [Mathematische 
Annalen,  t.  XXVII  (1886),  pp.  234-252]. 
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essendo  /  =zl/f(x).  Ne  segue  che  i  corrispondenti  periodi  saranno: 

_    I     r"^dx  _    I    f'dx  __    I     r^xdx  _         I     r'xdx 

Ora,  indicando    con  a,  una    qualunque    delle    quantità  a^,  a^,  a^,  si  hanno  fra  i  pe- 
riodi to_,  r,^  le  seguenti  relazioni: 

dalle  quali  si  deducono  queste  sei  : 

■s— 5w  -sr-      do)  I  •^    jdoj  I 

Z_8£f,  Z-   'da^  2      '        ^-    ' da,         2  ^    '    '        '^  ' 

^  Z_8fl_.  ■'     Z_   '5(7^         2     '  Z_   'diz_.        2  ^    ^    '        '    '^' 

ed  analogamente  per  co, ,  r,^ . 

Considerando  ora  la  forma  binaria  biquadratica 

ed  indicando  con  g, ,  g.  i  suoi  invarianti,  si  hanno  : 

?  =— M;-  3^J,       i.'.  =— ^,(9^,^,-2 J;  —  27A). 
Sia 

^  =  gì  —  27  g] 

il  discriminante  della  forma /(H^,  e,);  essendo 

V- 5^  V-      5^        ,5v  v"   ^d^  .55. 

Z—òa,  Z—   '  da,  Z—   '  da,  t    ,    > 

se  si  pongono  : 

le  sei  equazioni  (i)  conducono  alle  seguenti  : 

,  Z_  5rt,  Z_   'da,  Z_   '8a^  2        ^' 

Z—  da  '  Z-  '  da  '  Z-   '  da  5  ^'-^ 
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Le  ^,  :^  si  possono  quindi  considerare  come  funzioni  di  una  soia  variabile  g,  funzione 
delle  fl^,  a,,  a^,  per  la  quale  sussistano  le 

/—  àa,  ^-—      oa^ 

Posto  a  ^  -~- ,  queste  due  relazioni  sono  appunto  soddisfatte,  inoltre  si  ha  : 

quindi  le  due  ultime  equazioni  (2),  indicando    con  accenti  le  derivate   rispetto  a  g,  si 
trasformano  nelle 

dalle  quali  si  ottengono  tosto  le  due  note  equazioni  differenziali  ipergeometriche  : 
zig—  0>'"  +  t(7^  — 4)}''  +  7^>'  =  0. 
g  {.g  -  0^"  +  T  (5  i'  -  2)^'  +  7^  ^  =  0  . 
Agosto  1886. 

[Pa.]. 


LXXXIX. 

SULLA  TEORICA  DELLE  FUNZIONI  IPERELLITTICHE 
DI  PRIMO  ORDINE. 


Annali  di  matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XIV  (.886-87),  pp.  241 


Capitolo   I. 
Definizioni. 


I.  Sia 

/(.v) = .V' + ^..v^  +  - .. + j  x + A^ = n^'^'  -  "^) 

una  funzione  intiera  di  quinto  grado  dell'argomento  .v,  ed  in  essa  le  quantità  a^,a^,  ...a^ 
sieno  tutte  reali  ed  in  ordine  discendente  di  grandezza,  cioè  «^  >  a,  >  a^  >  a^  >  a^. 
Posto  : 

(1)  t  =  Vf(r)     ed     /.(.v)  =  ;«„.v  +  ,«.,         /;(,)  =  „„x+«., 

si  denomineranno  integrali  normali    iperellittici  di  primo    ordine  e  di    prima    specie    i 
seguenti  : 

Le  quantità  m^,  w,  ;  n^,  n^  sono  pure  reali. 

Ed  indicando  con  ^,  (x)>  ^^W  i  'i^e  polinomi  del  terzo  grado 

(2)  g, (-v)  =  Kx'  +  Kx"  +  b,x  +  l',,         g, (x)  =  c^x>  -\-c^x'  -]-c^x-\-c. 
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a  coefEcienti  reali,  si  denonnneranno  integrali  normali  iperellittici  di  primo  ordine  e 
di  seconda  specie  gli  integrali  : 

Se  con  X,,  A-j  si  indicano  due  valori  di  .v,  e  con  ', ,  '^  '  corrispondenti  valori  di 
{//(x),  supporremo  che  fra  i  coefficienti  delle  quattro  funzioni  /,  (x),  /^(-v);  i',(^)> 
gj(x)  sussistano  le  relazioni  alle  quali  conduce  l'equazione: 


-d.v^Vx,  -  xj  'óx,  \x,  -  xj 


ossia  le  cinque  relazioni  seguenti  : 

/     m^  b^  -\-  n^c^  ^  o  ,  m^  b^-\-  n^c^=^  —  3  , 

(4)  \     '"o^i  H"  "o'^i  ^  —  ^  >  '"i  ^i  +  "i  '^i  ^  —  2  ^,  , 
\                     "*o^-  "f"  "o'--  — ("'i^'i  4"  "i  "^0  ^^ -^^  ' 

per  le  quali,  ponendo  ?«„",  —  111^11^=^  t,  saranno  i  coefficienti  b^,  c^;  b^,  e,  dati  dalle 
relazioni  : 

E  è^  =:  3  ?;^ ,     E  c^  t=  —  3  m^  ;         tb^  -^  lA^n^  —  n^,     ^  e,  =  —  lA^  in^  -\-  »«, 

e  gli  altri  coefficienti  delle  i^,  (x),  g,  (x)  arbitrarli,  salvo  che  deve  essere  soddisfatta  la 
quinta  delle  relazioni  superiori. 

Se,  com.e  si  ammetterà  più  avanti,  fossero /_  (x)  =  i,  }Xx)^x,  cioè  7h_^  =  h_  =  o, 
m,  =  K^  =  I,  e  quindi  e  =  —  i,  si  avrebbero  le 

^o  =  —  3  >     ^i  ==  —  2 ^,  ;         f ^  =  0  ,     f ,  =  —  I  ;         e,  —  b^  =^  A^; 
e,  potendosi  perciò  supporre  c^  ^  e,  =  t,  ==  o ,  sarebbero  : 

(5)  i^  (x)  =  -  (3  X'  +  2  A^  x^  +  .1  .v)  ,         g^  (x)  =  -  x\ 

2.  Si  indichino  con  »,,  u^  due  quantità  aile  quali  possano    attribuirsi  valori  qual- 
sivogliano,  e  con  x^ ,  x^  due  funzioni  di  esse  che  soddisfano  le  equazioni  : 


(6) 


)  „  =  '   r'L(^)àx  ^    I   n-j\{^)dx 
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da  esse  si  deducono  tosto  le  seguenti  : 

\      2t,dll,          X,   —  X, 

(7)                                     .... 
i      ^    5x,_    f,(x.) 

[      2t^_d  U^          X,_  —  X, 

^    5x-   _   /.(xj 

2  /,  e  /(,     X,  —  X, 

2  /,  e  U^         X,  —  X, 

per  le  quali,  essendo  : 

ax,   ex, 
e»,   dii^ 
ex,    ex, 

e»,    e  !/, 

4','. 

-<-.--.)' 

si  ha  la  formola  di  trasformazione  di  integrali  doppi  ; 
(8) 


3.  Supporremo  che  ciascuna  delle  quantità  «„,  a^,  a^,  fl,_,  a  rappresenti  una  qua- 
lunque delle  a^,  fl, ,  ...  «^ ;  si  avranno  cosi  cinque  funzioni  di  x, ,  x,  analoghe  alla 
|/(x,  —  ^r)  (-*-'2  —  '^r)-  Considerata  questa  siccome  funzione  di  «(, ,  «<,,  la  indicheremo 
con  />,(»,,  Mj)  o  semplicemente  con  p^,  e  denomineremo  essa,  e  le  altre  quattro  ana- 
loghe, funzioni  iperellittiche  di  primo  ordine  ad  un  indice. 

Derivando  la  funzione  ]',(",,  ",)  rispetto  ad  m,  ,  u^,  si  ottengono,  per  le  rela- 
zioni (7),  le  seguenti  : 


(9) 


dii^       X,  —  X-,  |_x,  —  a^  '       X,  —  a^   -J  ' 


^r L 1 

■  ^.  L(-\  -  a.)  (x.  -  a,)        (X,  -  aO  (x,  -  «J  J  ' 


\        0/(,        X,  —  -■^'i  L-*-'i  —  ''',   '         ^'^  —  ^,     ""J 
per  le  quali,  posto 

(IO)     ^„0^,'O-   ^'^' 

si  giunge  alla 

co  A,  =  -^[/,(»j|^+/.Go||;]: 

od  anche,  potendosi  pel  valore  di  p^^  permutare  le  r,  s,  alla 
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Le  funzioni  p,X",'  "2)  definite  Jalla  equazione  (io)  sono  quindi  funzioni  delle  p, ,  p, 
e  delle  loro  derivate  rispetto  ad  ti^,  u^ .  Esse  sono  evidentemente  m  numero  di  dieci 
e  le  denomineremo  funzioni  iperellittiche  di  primo  ordine  a  due  indici. 

Dai  valori  di  due  qualsivogliano  funzioni  iperellittiche  ad  un  indice  p^,  p_ ,  risul- 
tando identica  la  equazione 

Pi  p]      =a   —a 

X  —  a,       X  —  a^         ' 

per  .\-  =  x^  e  per  x  =  x^ ,  si  ha  che  le  x^ ,  x^  sono  radici  di  una  equazione  del  se- 
condo grado  di  cui  i  coefficienti  sono  funzioni  dei  quadrati  di  due  qualsivogliano  fun- 
zioni iperellittiche  ad  un  indice  e  di  quantità  costanti. 

Cosi,  siccome  dalle    equazioni  (9)  si  deduce  sussistere,    per  x  =^  .v, ,  .v  ^  x^,  b. 
relazione  : 


.■7M  =  ^[/,W§^  +  /.W|{;] 


si  ha  che  anche  /, ,  t^  sono  radici  di  una  equazione  del  secondo  grado  di  cui  i  coef- 
ficienti sono  funzioni  di  p],  p%  delle  derivate  dell'una  o  dell'altra  rispetto  ad  k,  ,  ti^  e 

di  quantità  costanti. 

Capitolo  E. 
Le  relazioni  algebriche  fra  le  quindici  funzioni  iperellittiche. 

I.  Le  note  forcole  relative  ailo  spezzamento  delle  frazioni  algebriche  conducono 
ad  un  grandissimo  numero  di  relazioni  fra  le  potenze  seconde  e  quarte,  ed  anco  fra 
prodotti  a  due  a  due,  ed  a  quattro  a  quattro,  di  funzioni  iperellittiche  del  primo  ordine. 

Indicando  con  (ri),  ()>c-),  . . .  i  binomi  a^  —  a^,  a-^  —  a  ,  . .  .  si  hanno  dapprima 
fra  i  quadrati  di  quelle  funzioni  le  tre  relazioni  : 

+  7,1^  +  ,      ^^         -' 


(0 


OX)(rp.)    '   (/.r)(>.f..)    '    (v.r)(a-.)~'      ' 

P^  p-  pI-ì 

(7Tofe  +  (I7)fe-)  +  (700^)  =  (^"0, 


e  le  altre  che  deduconsi  da  esse  colle  permutazioni  degli  indici  r,  s,  m,  /,  y..    Queste 
relazioni  dimostrano    tosco    come,  scelte    le  ire    funzioni  p?,  p^,  p-   ,  i  quadrati  delle 
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altre  dodici  si  possano  esprimere  linearmente  colle  medesime  e  con  un  termine  co- 
stante. Dalla  prima  delle  superiori  si  ottiene  infatti  la  seguente  : 

(2)  p;  =  ^)  [C^-  óp;  -  (y-  Opì]  +  (^  0  (i^-  O 

e  le  altre  due  sostituendo  ad  r  l'indice  s,  e  l'indice  m.  Dalla  terza  si  ha  in  secondo 
luogo  : 

(3)  p:,  =  pl.,  +  (?-'-)p;-O->)(}'-s)(}'-"0, 

e  permutando  gli  indici  ).,  i^.,  la 

p:x  =  Pl-ì'(i'-'-)Pì-ii'->-)0-s)0^"^ 

ed  altre  quattro  colle  permutazioni  di  r  con  i  e  con  m.  Infine  la  seconda,  per  queste 
ultime,  conduce  alle 

Pi  =  P-.,  +  ^  [(>■  '•)  C-  s)  p;  -  (y.  r)  (y.  s)  K] , 

(4)  [    Pi  =  Pl  +  -^  [0^  "0  0-  OPl  -  (y-  "0  (l^-  OK]  > 

Pi  =  Pl^  +  p^  [(>^  0  0-  '«)  />;  -  (:^-0  (y-  "0  ;>>.]  ■ 

È  da  notarsi  che  le  relazioni  (4)  non  contengono  termine  costante,  cosi  che  quei 
valori  di  u^,  11,  i  quali  annullano  le  funzioni  p^_,  p^,  p-^_^  annullano  altresì  le  p^^ ,  p^^^, 
/>,„  .  Ora,  se  nelle  equazioni  (6)  del  Capitolo  I  si  pongono  .v_  =  a,  ,  x^  =  a^ ,  oppure 
A",  :=  a, ,  x^  ^  ^,  ,  si  hanno  /(,  =z  u^  ^  0  ;  ma  quei  valori  di  x_  ,  x^  annullano  evi- 
dentem.ente  le  funzioni  P, ,  p. ,  p,. ,  ^i  hanno  cioè  le 

p^  (0,  0)  =  o  ,  /),  (o,  o)  =  o  ,        ]),.  (0,  0)^0, 

e  per  la  precedente  osservazione  le 

i'24  (°'  0)  =  0  ,         p^^  (0,  0)^0,         p^^  (o,  o)  =;  o  , 

cioè  sei  fra  le  quindici  funzioni  iperellittiche  del  primo  ordine  si  annullano  per 
H^  =  ;(,  =  o.  Le  sei  indicate  funzioni  si  diranno  per  questa  loro  proprietà  funzioni 
dispari,  e  le  altre  nove  funzioni  pari. 

2.  Dalle  relazioni  superiori  scorgesi  facilm.ente  che  si  possono  trovare  altre  com- 
binazioni di  tre  funzioni,  pei  quadrati  delle  quali  e  per  un  termine    costante   sieno  e- 
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sprimibili  i  quadrati  delle  altre  dodici.  Per  esempio,  se  dalla  relazione  (2)  e  dall'ultima 
delle  (4)  si  ricavano  i  valori  di  p{,  p^^^  e  si  sostituiscono  in  tutte  le  altre,  si  ottengono 
i  valori  dei  quadrati  di  dodici  funzioni  espressi  per  p^ ,  p]^ ,  pi  ed  un  termine  co- 
stante. Ma  si  possono  anche  scegliere  in  più  modi  quattro  funzioni  ed  esprimere  in 
funzione  lineare  dei  quadrati  di  queste  i  quadrati  delle  altre  undici.  Infatti  supponendo 
sieno  : 

P:-,.  =  Afr   +  Bp]„   +  CK,  +  D , 

nelle  quali  A,  A^,  ...  sono  funzioni  ài  a^,  a^,  . . .  moltiplicando  la  prima  equazione 
per  D,  e  sottraendo  la  seconda  moltiplicata  per  D,  si  giunge  ad  esprimere  p\  per  una 
funzione  lineare  di  p]-^ ,  pl^  ,  p]^ ,  pl^ .  Ripetendo  la  stessa  operazione  fra  una  delle 
due  relazioni  superiori  ed  una  terza,  quella  che  dà,  per  esempio,  il  valore  di  pl,^ ,  si 
otterrà  quest'ultima  funzione  espressa  linearmente  con  pì^ ,  pi ,  /)^„ ,  p-^^  e  sostituendo 
in  essa  il  valore  di  p^  trovato  precedentemente  si  otterrà  anche  p^^  espressa  in  fun- 
zione lineare  di  /)^j  ,  pl,^ ,  p'^^ ,  p^^  . 

Le  combinazioni  sia  di  tre,  sia  di  quattro  funzioni  iperellittiche,  per  i  quadrati 
delle  quali  (e  per  un  termine  costante  nel  primo  caso),  possono  esprimersi  Imearmente 
i  quadrati  di  tutte  le  altre,  sono  in  numero  di  sessanta,  raggruppate  quattro  a  quattro, 
rispetto  ad  alcune  proprietà  dei  coefficienti  costanti  delle  quali  si  dirà  più  avanti.  Ecco 
tre  gruppi  delle  indicate  combinazioni  : 


(5) 


I 

Prn         Py.,         P^r 

I 

P..     P;.r 

^. 

I              P„         Prs          P-^ 

Pr, 

/>>.,       />>..         P^s 

p„ 

P>.,       PXs 

P.r 

P^r       P;.        P,r        P,. 

Pr 

P,         P„.        P,. 

Pr 

P>.          P«.r 

A™ 

Pr          P.           P„.r        P„, 

P. 

P:.     P.n,    Py.„ 

Ps 

P,          Ps. 

^„ 

P^       PX         P^m        P:.n 

il  secondo  ed  il  terzo  dei  quali  si  ottengono  permutando  nel  primo  (a  con  >>  e  con 
5.  Permutando  poi  nei  tre  gruppi  m  con  r,  s,  "K,  fi  si  ottengono  le  sessanta  combi- 
nazioni. 

Se,  come  sopra,  supponiamo  che  gli  indici  ).,  <j.  rappresentino  l'uno  o  l'altro  dei 
numeri  i,  3  e  ciascuno  degli  indici  in,  r,  s  uno  dei  numeri  o,  2,  4,  si  vede  tosto 
che  nelle  combinazioni  a  tre,  le  tre  funzioni  sono  due  dispari  ed  una  pari,  oppure 
tutte  e  tre  pari  ;  e  nelle  combinazioni  a  quattro,  due  funzioni  sono  dispari  e  due  pari, 
oppure  tutte  quattro  pari. 


3.  Consideriamo  in  questo  paragrafo  le  relazioni  esistenti  fra  i  quadrati  delle  fun- 
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zioni  iperellittiche  che  appartengono  ad  uno  stesso  gruppo,  per  esempio,  al  primo  dei 
superiori. 

Introdurremo  per  brevità  le  seguenti  denominazioni: 

/  a  =  (A..)(AO0-"0,      Y  =  (^00-0(y-'«)> 

(6)  '^  =  (a  a)  (y.  0  0-  m)  ,         -^  =  (;• .)  (,.. .)  (a  ;.)  , 

e  quindi  : 

essendo  :  /;  =  /'(«„)  e 

i  p  =  (y. ,»)  Q-  m)  -  (A  m)  (.  »0  =  (..  0  (r  ;.)  -  (a  ,-)  (.  m) 

(  =  ('•  s)  (;..  "0  -  (A  rì  (^  "0  =  ('•  0  (^-  "0 -  (>-  ;^)  ('•  '")  =  (>^  "0 (y-  0  -  (>■  '•)  (,-  "0  • 

Dalle  relazioni  (2),  (3),  (4)  trovate  sopra,  si  dedurranno  le  dodici  seguenti  : 

.    ?('■  OK,  =      Y^  -  gpl,  -  "Pi  +  ^p;, , 

(o)  < 

pC^Oì'^,  =  -  ^1+  sp:.-\-  ypl-^-p;,, 

p(}.a)(aj)p:  =_  ^y+  .^;4  '^(pi-p;:), 

(9)  { 

p^K.  =  —  «y'^  +  Y^rl,  +  t^yK,  —  =^^/';.. 
p  .^/'^,„  =  -  ^  li  ^  +  ^  i^i';  +  P  ipl  -  ^-  ^Pl , 

?Orì(}')p:  =-  -^+  sp:.+  ^(pL-p;:), 
,  ,         ,  pO'OO^-ok  =-  '■^+  à'p:,.+  '^OL-pp> 

(io)  ( 

p^^L  =  -  ;ì Y^  +  ^ ^^K  +  ?Y/'L  -  ''■^Pl,  > 

P  .?K,„  =  —  a  (i  y  +  a  gf^  +  ^^  y;>^_^  —  a  S/)^,  . 

Queste  dodici  relazioni,  o  le  altre  che  da  esse  si  possono  dedurre,  fra  i  quadrati  delle 
quindici  funzioni  iperellittiche  sono  fondamentali  nella  teoria  delle  funzioni  stesse,  e 
dovremo  sovente  richiamarle  in  seguito. 
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4.  Passiamo  ora  a  considerare  le  relazioni  fra  prodotti  di  due  differenti  funzioni 
iperellittiche.  Anche  queste  possono  derivarsi  da  tre  principali  colla  permutazione  degli 
indici  r,  s,  ...  ;  dimostrandosi  facilmente  la  sussistenza  delle  seguenti  : 


(II) 


0^'/-)p.pr.  +  (i'->-)p-Ji..  +  (''^0;',^.  =  0  > 

O^rìPr^Pr^  +  ({'■'■) P;J;.„.  +  (.'■l)p^,p^„  =  O  , 


La  forma  delle  prime  due  relazioni  (i)  e  deUe  prime  due  fra  queste  ultime  conduce 
a  questo  risultato  :  che  scelte  opportunamente  nove  funzioni  iperellictiche  del  primo 
ordine  sussistono  fra  esse  le  sei  relazioni  : 


<  +  K  +  y:  = 

«:  +  ?:  +  t:  = 

e  quindi  per  esse  le 


Queste  sei  relazioni  sono  infatti  soddisfatte  ponendo  : 


Pr 


P^ 


Pr. 

|/(r>0(r..)O"O 


Px. 
t/(Ar)0.a)(.„0 


l/(ar)Ca70 

l/([..0Cax)(5,«)' 


ed  a  ,  (i, ,  y.  permutando  in  queste  ultime  s  ed  w. 

Giungesi  cosi  fra  le  nove  funzioni  iperellittiche  alla  relazione  di  terzo  grado  : 


(12) 


Pr  PX  P, 

Pr,  PX.  P,, 

Pr.        PX,„        P^.. 


(Aa)(/,r)(ar)  (.;«), 


ed  alle  due  seguenti  : 

(i  5)  ().  ;.)  (.-  :,)p,  =  PyJ^„,  -  />,,„/',, ,         0- y-)Pr,  =  P,Px..  -  PxP^.  > 

formole  l'una  e  l'altra  di  molto  uso    in  questa    teorica.  Dalla    seconda    di   esse  si  de- 
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ducono  le 

('■^)P...xPr>  +  0  »')PriP.„  +  {mr)p,J,„,  =  0-i)  (mr)  {,ns)p^  , 

le  quali  si  possono  ottenere  anche  direttamente. 

Notiamo  altresì  le  seguenti,  siccome  conseguenza  di  alcune  superiori  : 

('-  0  (>  "O/'lx  +  {s  m)  (1 0 />;,  +  (,„  r)  (>  .)  /,;,  =  (,-  s)  (s  ,n)  (r  ;,;)  ^  , 

('-0(^ '«)/'„,?./'„„  +  {^m)(\r)p._p,^^  +  0«r)0,5)/)^,/),^  =  0  0  0  "0  ('' "0 /'xÌ',  . 

da  cui  : 

(r  5)  (A  m) /),„,  /.,,  +  0"  m)  (1 ,) p^^ /,,„,  +  (m  r)  (1  s) p^^ /),„  =  o  ; 
infine  la 

P,„P„.l  I  PrPrl  ,  PsPa  _Ps^P>.^ 

posto  ir(.v)  =  (.V  _  a^')  (,v  -  <zj  (.V  -  rtj  . 

5.  Le  relazioni  di  quarto  grado  fra  funzioni  iperellittiche  si  possono  distinguere 
in  due  specie  ;  alcune  sono  conseguenze  delle  note  formole  relative  allo  spezzamento 
delle  frazioni,  altre  hanno  origine  nelle  relazioni  di  secondo  grado  considerate  nei 
precedenti  paragrafi. 

Incominciando  dalle  prime,  notiamo  la 

la  quale  può  anche  generalizzarsi  osservando  che,  posto 

9r  =  (v.  —  "r)  Cv.  —  «J  ,         <l'  =  (j,—  ^>)  (;'.  —  «.)  > 
si  ha  : 
(lA  Kg'     I    K?'     I    pili    I    PUI     I    Pt^q"^  _^ 

^  ^^  n^r)  ^  /'(«.)  ^  n^,,)  "^  /'(«  j  ^  /'(«,)  ~ 

Così  si  ottengono  quelle  della  forma  : 

(15) 

/  _  Pili 
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e  l'altra,  distinta  da  queste,  fra  sole  funzioni  dispari  : 

(  =  K^  </>.,  -  Q^  k  Oh)  Pi.  'il  -  g  (",)/'>.  ?>.]  ' 

nella  quale  : 

K-v)  =  (.v-0Gv-0(-v-O- 

Infine,  fra  quelle  di  questa  specie,  si  hanno  ancora  le  due  formole  seguenti  : 

(17)  \ 

PrqrPs„.q.n      |     P.  ?.  Pm,  ?,„r        |  P..  In,  Prs  1r<        _^        „ 

le  quaE  relazioni  torneranno  opportune  nella    ricerca  delle    formole  per    l'addizione  e 
per  la  moltiplicazione  delle  funzioni  iperellittiche. 

6.  Le  relazioni  del  quarto  grado,  che  dipendono  da  quelle  di  secondo  grado  tro- 
vate sopra,  hanno  esse  pure  una  importante  applicazione  nelle  sopra  indicate  tormole 
ed  in  quelle  della  trasformazione. 

Rammentiamo  che  per  le  relazioni  (8)  i  valori  di  pl^ ,  p^^^  sono  espressi  linear- 
mente pei  quadrati  di  /)„, ,  p)_^ ,  p^^  ed  un  termine  costante.  Ma  per  la  prima  delle 
relazioni  (13)  anche  il  prodotto  p;_,p^,  può  esprimersi  in  funzione  di/)„, ,  p-,^ ,  p^^,  giac- 
ché dalla  citata  formoli  si  ha  : 

P:.P^.=P;.sP-,r'^0-V-)('-s)p,„; 

perciò,  moltiplicando  fra  loro  i  valori  di  p^^  e  di  p^^  e  sottraendo  dal  prodotto  il  qua- 
drato di  pt,pa.,,  si  otterrà  una  equazione  del  quarto  grado,  non  on.ogenea  fra  le  tre 
•  funzioni  iperellitdche  ;>„ ,  p,^ ,  p^, .  Questa  equazione  è  la  seguente  : 

(  0  =  a  '^  y  S  +  fPl.  +  'P IPL  +  '■  htr  -  ('■  ^  +  '^  T)  Q  Pi  +  PlXÒ 

(18)  5 

i-{^  +  ^)(^fpi  +  sp:.pp  +  (P  +  'ò(.^h;r+sp:„pD  +  2?'sp.,.px,p,.> 

nella  quale  a,  (i,  v,  S,  g,  p  hanno  i  valori  (6),  (7). 

Si  vede  tosto  che  questa  equazione  si  semplifica  dividendola  pel  prodotto  a  ^  y  S, 
dopo  aver  posto  : 
(19)  P„^y\'h,        p,_^  =  -J^^,        p^^  =  zv\/^. 
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essa  diventa  la 

(    0  =  I  +  v^  +  -  +  :.^  +  2a(f  +  -tcO  +  2Kr  +  uj'f) 
(20) 

essendo  : 

(21)    ,;  =  -  — "^^1^'  ,     /;  = -^  ,      c=  ,_    . 

2      i/a^yS     '  2      l'a^  2      |/.iy  2    i/jt/, 


2  ' 

e  quindi 


t^  =  fl"  -|-  /r  -|-  f ^  —  2  rt  ^  f  —  I  . 

Consideriamo  ora  la  seconda  quaderna  di  funzioni  dello  stesso  gruppo.  Dalle  re- 
lazioni (8)  essendo  : 

p().5)(aO  =  (rs)pl  -  O-rìPl,  -  (l'-s)pl  +  (?^r)p;^, 

-  ?  0'  s)  ([X  0  .  Pi  =  a  <p  (r  s)pl  -  y  ^  (a  a)  p^^  -  a  y  (;..  5) pi  +  ^  (>-  Oi'^, . 

e  per  la  prima  delle  (13): 

(>^0  (,"■'■)/',„  =  /'>.^A,-/'x.V' 

moltiplicando  le  prime  due  ed  aggiungendovi  il  quadrato  di  quest'ultima  moltiplicato 
per  a^  g,  si  ha  una  equazione  omogenea  del  quarto  grado  nelle  funzioni    iperellittiche 

Py.,  ,    Pr.  ,    P,.r  ,    P,s  ■ 

Posto  : 

(  t'^)  •  Prs  =  -^  i/^ .        1  '0^-  Px^  =  y  ^7^> 

questa  equazione  prende  la  forma  : 

^   o  =  x'  -\-  y'  +  ^^  +  M'^  +  2  rt  (.\- v^  +  ^^  w')  —  2  b  (.v^  -^  +  y'  w') 

(23)        S 

(  —  2  r  (.v'  w   +  y  -^)  —  4  /e  xy  -^iv  , 

ed  in  essa  appaiono  gli  stessi  coefficienti  come  nella  precedente,  salvo  che  i  tre  ultimi 
hanno  segno  negativo. 

Si  dimostra  nello  stesso  modo  che  questa  proprietà  compete  anche  alle  funzioni 
della  terza  e  della  quarta  quaderna  del  gruppo. 

Si  hanno  quindi  sessanta  equazioni  biquadratiche  fra  le  quindici  funzioni  iperellit- 
tiche del  primo  ordine  ;  esse  però  si  possono  raggruppare  quattro  a  quattro  per  la 
persistenza  del  medesimo  valore  dei  coefficienti. 
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Capitolo  III. 
Le  relazioni  differenziali  fra  le  quindici  funzioni  iperellittiche. 

I.  Rammentando  la  formola  (11)  del  Capitolo  I,  ossia  la 

(0  /,0O|^+/,0O|fc;=-Af.,. 

siccome  l'indice  5  può  essere  sostituito  da  m,  '/.,  y.,  si  potranno  da  due  qualunque  fra 
quelle  quattro  relazioni  ricavare  i  valori  delle  derivate  ^-^  ,  -^  ;  e  si  avranno,  per 
esempio  : 

(2) 


d  it'  d  u. 


posto  e  =  lìi^n^  —  "''1  "o  come  nel  Capitolo  I. 

Per  determinare  i  valori  delle  derivate  rispetto  ad  »_  ,  u^  delle  funzioni  iperellit- 
tiche a  due  indici,  osserviamo  dapprima  che  dalle  equazioni  (7)  dello  stesso  Capitolo 
si  deducono  le  seguenti  : 

quindi,  indicando  con  F(^x^,  ,vj  una  funzione  qualunque  di  x,  ,  x^,  sarà: 

Supponiamo  sostituii  in  questa  relazione  dapprima  in  luogo  di  F  la  espressione 

F  ^ ^ 

-        (-\--v.)K.v.)' 

essendo  b  (.v)  =  (.v  —  a^)  (x  —  a  J  ;  il  secondo  membro  della  relazione  stessa  diventa 
eguale  a  —  p]  moliipiicato  per  la  espressione 
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d  -v.  L         (-V.  -  xj         j  +  Ir  (.V.)  (.V,  -  xy-  L(-v,  -  ay       '  J 


e  permutando  le  x^ ,  x^  si  avrà  il  valore  di  quel  secondo  membro  per 

Il  valore  quindi  dello  scesso  secondo  membro  per 

F=  F^+F^ 

sarà   —  -r^ —        , ,    moltiplicato  per  la  espressione 

ossia,  rammentando  la  relazione  (io)  del  Capitolo  I,  il  secondo  membro  sarà  eguale  a 

-  (77)  ^  l('-"0  [p:Pl  -  ^pJrp„.P.J  -  ('«  s)pipi  \  ■ 

ma  per  la  stessa  (io)  : 

P.,.^P..:PXF.  +  FÒ; 

quindi  dopo  qualche  facile  riduzione  si  giunge  alla 

In  questa  l'indice  r  potendo  essere  sostituito  da  À  o  da  [/.,  si  avranno  le 

(      '  (''  ''^  ^if^     =  f^  ("OP.,.rP.r    -  L  ('K)P„,.P.X  > 


(4) 


'  c^'O  ^if = /.  (^:)P:^ja  -  /.  Qh)p.„rp.r . 


Dalle  formole  (2),  (4)  rilevasi  tosto  che  le  derivate  rispetto  ad  n^,  11^  delle  nove 
funzioni  iperellittiche  pari,  nelle  quali  derivate  pongansi  u^  =  «^  =  o  ,  sono  tutte  nulle. 
Per  le  sei  funzioni  dispari  si  hanno  le  relazioni  : 

(5)    K3"0(|^)  =A('S)/',„(o)/'„„(o),     <3"-0(|f  )  -  -/,(«,)/'. (o)i'„.,(o), 
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e  le  analoghe  permutando  gli  indici  i,  3.  Così: 

(6)     .(ir)  (1^)  =_/^0Op.„(o)P..(o),     <iO(|^)  =/.(Oi'..(o)/'..(o). 

e  le  analoghe  colla  stessa  permutazione.  Infine  : 

\    <"'0(|^')  =/.(OA.(o)^Xo)  -ACO/'>.™(o)/',„(o). 
ed  in  ciascuna  di  esse  le  r,  ;;/,  s  possono  rappresentare  qualunque  dei  numeri  o,  2,  4. 


(7) 


2.  Scelte  ad  arbitrio  due  funzioni  iperellittiche  ad  un  indice,  per  esempio  p^ ,  p^ 
si  moltiplichi  il  determinante 

dp,      dp, 
du,      d  u. 


D. 


dp,      d  p, 
dii.      d  11, 


pel  determinante 


<->^rì: 


fM,:)      AGO 

nel  quale  gli  indici  "/.,  \j.  sieno  differenti  da  r,  s.  Si  avrà  per  la  (i)  : 

I  P:.r        Py.s 
1  ^.         P,. 

ma  per  la  prima  delle  relazioni  (13)  del  Capitolo  II,  si  ha: 
P;.rp^s-P;.j^r  =  0^rì{rs)p„; 
''D,^  =  {rs)p^p.,_p^, 

cioè  il  determinante  Jacobiano  di  due  funzioni    iperellittiche  ad  un    indice  è  eguale  al 
prodotto  di  una  costante  per  le  altre  funzioni  iperellittiche  ad  un  indice.  Evidentemente 
si  avranno  dieci  equazioni  analoghe  alla  precedente. 
Consideriamo  i.i  modo  speciale  la 


quindi  si  avrà  ; 


(8) 


'A.^  =  0',"-)/'.P,P.> 
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e,  supponendo  1  ^  i,  ;j.  =  3,  poniamo  in  essa  »_ 
determinante  D^,(o,  o)  : 


o  ;  si  avr;\  pel  valore  del 


(9) 


(13) 


^3(0,  o)=^p^(o)p^io)p^{o), 


mentre  in  tutti  gli  altri  casi  nelle  stesse  condizioni  il  valore  di  quel  determinante  sarà 
nullo. 

Infine,  siccome  per  la  prima  delle  relazioni  (i)  del  Capitolo  II  i  quadrati  di  tre 
qualsivogliano  funzioni  iperellittiche  ad  un  indice  possono  esprimersi  in  funzione  li- 
neare dei  quadrati  delle  altre  due  e  di  un  termine  costante,  si  avrà  che  ciascuno  di 
quei  dieci  determinanti  potrà  esprimersi  con  irrazionali  del  secondo  grado  delle  stesse 
funzioni  iperellittiche  che  lo  compongono. 

Posto,  per  esempio,  nella  relazione  (8) 


Pi  =  r'0^rì-y,,      P^^V(?-rì-y., 


si  ha  : 


A„=t/(>"0(."0|A-p:^  +  (^ 


d  II      dii. 


f.'iò«^)|.4.-(-è5+(^J[.-(fr,+fft][.-(ft5+(frJf 


ed  indicando  con  t^*  (_y,  ,  yj  il  secondo  membro,  si  otterrà  la    formola  di  trasforma- 
zione di  integrali  doppi  : 


(IO) 


dii,  d  11 


V"^  (v.  >  }'J 


3.  Le  proprietà  esposte  nel  precedente  paragrafo  relative  a  funzioni  iperellittiche 
ad  un  indice  si  possono  estendere  ad  alcune  determinate  combinazioni  di  funzioni  i- 
percUittiche  sia  ad  un  indice  che  a  due. 

Incomincerò  dal  dimostrare  una  proprietà  che  ha  luogo  per  le  funzioni  dispari. 
Considerando  il  determinante 
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^"    dii,    a», 
^P^^   I-   1^' 

^"'      du,       dii. 


P.. 


du,       du. 


e  moltiplicandolo  pel  determinante 

IO  0         ! 

o    fXO    fX\)  I 

si  ottiene  il  determinante  : 

Pr>  PXrPx.  P^rP^, 

P^r        P;.rP;..         P^rP^„ 
Ps„        PXsPXn.       P^.P^„ 

dal  quale,  per  le  relazioni  (11),  (13)  del  Capitolo  II,  si  deduce: 


(") 


—  (irs)(rm){s>n)p.,_p^p,^.. 


cioè  il  determinante  P  formato  colle  tre  funzioni  p^^ ,  p^^ ,  p^^  è  uguale  al  prodono 
di  una  costante  per  le  altre  tre  funzioni  p^  ,  p^ ,  py^  .  Ma,  se  supponiamo  >.,  [a  eguali 
ad  I,  3,  le  prime  tre  come  queste  ultime  sono  funzioni  dispari,  e  si  ha  che  il  deter- 
minante P  formato  con  tre  funzioni  dispari  è  eguale  al  prodotto  di  una  costante  per 
le  altre  funzioni  dispari.  La  proprietà  sussiste  scegliendo  tre  qualsivogliano  fra  quelle 
sei  funzioni  per  formare  un  determinante  analogo  a  P. 
Cosi  moltiplicando  un  determinante 

i   òp^       dp^ 
d  u,      d  ti. 


du,       du. 


per 


^t(sm), 
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trovasi,  per  la  seconda  delle  (13)  Capitolo  II: 


analogamente,  posto  : 


dit,      dit. 


R^^^P.Pr,Pr., 

e  la  proprietà  indicata  in  queste  relazioni  si  verificherà  evidentemente  ogni  qualvolta 
le  due  funzioni  iperellittiche  che  formano  il  determinante  Jacobiano  avranno  un  indice 
comune. 


4.  Le  proprietà  dimostrate  nel  precedente  paragrafo  pei  determinanti  P,  oppure 
Q  ed  R,  non  sussistono  più,  se  le  tre  funzioni  iperellittiche  nel  primo  caso,  o  le  due 
nel  secondo,  appartengono  ad  una  delle  combinazioni  a  quattro,  0  ad  una  delle  com- 
binazioni a  tre,  delle  sessanta  combinazioni  trovate  nel  precedente  Capitolo.  Anche  in 
questi  casi  perù  la  ricerca  del  valore  di  quei  determinanti  non  è  meno  importante. 
Rappresentando  con  P^,   2,  ,  i?,  i  tre  determinanti  : 


dp„ 

dp,.. 

^P.' 

dp. 

dp. 

dp,. 

a., 

da. 

^V 

^'^ 

du, 

da. 

Q,= 

i?,  = 

dp;, 

dp-., 

dp„. 

dp„, 

àP,r 

^V 

du, 

du^ 

d«, 

d»2 

dn, 

au. 

si  ha  : 


quindi 


e  moltiplicando  il  primo  di  essi  per 

<l>->-)P,=P^P:sPXrP^„. 

Ma  per  le  relazioni  (13)  del  Capitolo  II: 

PXrP^.n   =  Pl^P.,.r   —   0'  '«)  (l^-  dP.  .  P^Prs    =  P,P^> 

^P.  ^  ~  Pi^Pi,J„,  -  0-"OP,P.Prr> 


-PrPl^P^sP,. 


(!^-0A» 
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ma  si  ha  ancora  : 

P-M.P„.r    =   Px.J^r    +    0^  0  (;^-  "OPs   >  PsP:„,    =  P„.P-,,    -    (.i  »^)P^r  \ 

perciò  : 

^  ^.  =  -  P,r  [PL  +  0-  ^n)p]  +  p  (5  m)]  +  p/>„/.,. , 

in  cui  p  ha  il  valore  (7)  del  Capitolo  precedente.  Sostituendo    ora  in  questa  formola 
per  /)^',„ ,  p]  i  valori  dati  dalle  relazioni  (io)  di  quel  Capitolo,  si  giunge  alla 

^nP.  =  PA^^-^Pl  -  (--^  +  '^t)/'L  -  (-  +  ^)sp:,. -f  =^^1^  +  t)]  +  ?'^^P.,.Px. , 

la  quale  rammentando  la  equazione  biquadratica  (18)    dello    stesso  Capitolo   II  ed  in- 
dicando con  F  il  secondo  membro  della  medesima,  può  scriversi  : 


^Pi'^. 


ed  analogamente  si  otterrebbero  le 


1  dF 

2  dpy, 


1  dF 

2  dp     ' 


■nR. 


1  dF 

2  dp„, 


Se  in  luogo  di  p,,, ,  p-j^,  p  si  introducono  in  queste  relazioni  i  valori  (19)  del 
Capitolo  precedente  e  si  indicano  con  y^  ,  y^  ;  i^^ ,  ;(^  ;  ^f ,  ,  w^  lo  derivate  di  y,  ^,  w 
rispetto  ad  //_  ,  n^,  le  relazioni  trovate  sopra  diventano: 


-U.«'.-^.^0 


(12) 


i_d_F_ 

4    ày   ' 


(u.\y^  —  ■"^'2  Vi)  ■ 
dF 


_i_d_F 

4    5^  ' 


ya^.-3'.0=-5^,. 


ed  in  queste  F{y,  ^,  zi')  rappresenta  il  secondo  membro  della  equazione  (20)  (Capitolo  II). 
Due  conseguenze  si  possono    dedurre  da    queste  equazioni  :  la    prima  riguarda  il 
valore  del  determinante  : 


(13) 


tk 


(i  +  af-  +  /' ^'  +  CU'-  +  ky  iw)  , 


y       ^       'u 
la  seconda  che,  indicando  con  c^ ,  c^,  c^  tre  costanti  e  con  A  il  determinante 
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si  ha 
(14) 


'■   ÒT    '^^'  dlU 


Le  stesse  proprietà  si  verificano  per  tutte  le  combinazioni  di  funzioni  iperellittiche 
legate  da  una  equazione  del  quarto  grado. 

Considerando  per  esempio  le  quattro  funzioni  p^^ ,  p-^^^ ,  py,^ ,  p^^ ,  se  indicasi  con 
<t>  il  secondo  membro  della  equazione  (23)  del  Capitolo  precedente,  e  si  pone 


JS±y-..^^.) 


dy  di  dw 

dii^  dii,  dii^ 

dy  d:^  dw 

òli,  d  II ,  òli. 


si  hanno  le 


05) 


e  ponendo  : 


-j;(±.v;.z.J 


4    d-^   ' 


^."0  =  - 


~^(±-y.O 


I  ao 

4    dy  ' 

I  a<i> 

4   diu  ' 


essendo  y^ ,  y^ ,  y,  ,  y^  quattro  costanti,  si  avrà  : 
(16) 


p 


dw 


nella  quale  equazione  è  osservabile  che  la  quantità  costante  del  secondo    membro  è  la 
stessa  che  nella  (14). 


5.  Vogliamo  dimostrare  in  questo  paragrafo  che  fra  le  derivate  rispetto  ad  «,  e 
ad  u^  delle  funzioni  iperellittiche  appartenenti  ad  una  delle  sessanta  combinazioni  in- 
dicate al  Capitolo  II,  sussiste  un  determinato  numero  di  relazioni  lineari.  Per  esempio 
fra  le  sei  derivate  rispetto  ad  h_  ,  u^  delle  funzioni  ]),„ ,  ^,, ,  p^^^  esistono  sei  relazioni 
lineari. 


364  SULLA   TEORICA   DELLE    FUNZIONI    IPERELLITTICHE   DI    PRIMO    ORDINE. 

Rammentando  essere  : 

àp.. 

'  ('■  ^)  af-  =  f'  (''Op^.P.,  -  L  (j^òP^xPrx , 

moltiplicando  la  seconda  per  (y-r)pj^^  e  sottraendovi  la  prima  moltiplicata  per  0'S)p^^, 
applicando  al  risultato  l'ultima  delle  relazioni  (11)  del  Capitolo  II,  si  giunge  alla 

posto  : 

G  =  (i^r)fXa-J  -  0-5)/,K)  =  ([^r)À(a,)  -  0.s)J\M . 

Ma,  essendo  per  la  seconda  delle  (13)  del  Capitelo  II  : 

P.  Py.^  -  P;.P^s  =  0-  ^)P.r .        PrP;.^  -  P^P:.r  =  (k-OP,,.  . 
la  superiore  si  trasforma  nella 

=  (•'■?■)  (i")/.(«.)i'.P.,  -  (")(■'■')/.(«,);,/'., , 

dalla  quale,  osservando  che 

si  deduce  una  prima  relazione  fra  ^—^  ,  -J-^  ,  ^r^  ,  ^J-^.  Sostituendo  alle /)  .p-,  ,/»,„ 

^  Otl^         dH.        aw,       au^  r...>rAi'r|ir 

le  y,  ;^,  w  date  dalle  (19)  del  precedente  Capitolo,  e  ponendo: 

/     '^o  =  -7-4-7-  IO- ."-)  (l^-  0/;  i^.-)  -  ir  s)  ().  r)f,  (a;)] 


(17) 


V,  =  -^^  -^  [(l,..)  (u.s)j\  (a;)f^  GO  -  (,  .)  0.,)/,  0,^)/,  (a^)] ., 
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ii  Ottengono  le  prime  due  relazioni  : 

(18)  w:^,  —  :ii(.\  =  a^y^  -\-  a,y^ ,         U':^,  —  ^w,  =  —  a,}',  —  fl,  j,  , 

nelle  quali,  come  precedentemente  :    v,  ^  -=r^-  ,    y,  =  -^  ;   e    cosi   per   i,    w.    Così 
posto  : 

(19) 


E  ([-'•  '')  I  ('■  "0  ([-'-  "0 


[(y-"0/:(O-0-"0/:0O]' 


[(^"0/.x«>.)-O'"0;:0')]. 


ed  analogam.ente  alle  superiori  per  b^  ,  c^  ,  b^,  c^;  sì  hanno  le  quattro  seguenti  : 
yw^  —  ivy^  =  —  b^:^^  —  ^.àI^  .        \.J2  —  J^2  =  —  '^o^'i  —  '^■"'2  • 


(20) 


I  nove  coefficienti  a^,  b^,  c^,  ...  hanno  alcune  interessanti  proprietà  le  quali  passia- 
mo tosto  ad  esporre. 

Trovasi  dapprima  essere  : 


30Ì  che  : 


a]  —  fl^a^  =  b]  —  b^b^ 
ib^c^  —  b^c^  —  /;^Cj,  =  2a, 
(21)  2c,rt,  —  c^a^  —  f,(?„  ^  ib  , 

lab  —  a„i,  —  ab^=^  2c  , 


a^     b^     c^ 

^1     ^'i     '-i 
fl,     b,     e. 


2k, 


nelle  quali  a,  b,  e,  k  sono  i  coefficienti  della  equazione  biquadratica  (20)  del  Capitolo  II. 
Per  queste  proprietà,  se  dalle  relazioni  (18),  (20)  si    eliminano  i    rapporti    fra    le  sei 
derivate,  si  giunge  a  quella  equazione  biquadratica. 
Se  inoltre  si  pongono  : 


No=-^^> '-.=  ;^  K/.(0  + -0/2(0] , 


JX^...) 


nella  prima  delle  quali  è  da  notarsi  che  le  m^ ,  n^  del  secondo   membro    sono  i  coef- 
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fidenti  di  x  in  /,  (a),  /^  (.v)  ;  e  le  a,  'p,  y,  S,  /;  hanno  i  valori    (6)  del  Capitolo  II  ; 
trovansi  sussistere  fra  le  rt„ ,  j,  ,  .  . .  ;  a^ ,  a,  ,  . . .  le  seguenti  relazioni  : 


(23) 


'^0*0  +  '^l'^i  "I"  '^2 


/'.,a, +  /;,a,  +  h^ 


'^o'^o  +  ^i  ?i   +  '''21*2  =  O  » 


z„y„  +  ^,Ti  +  ^^2  72  ="  °  : 


K'^o  +  \'!'.+K'P.  =  -2 


kz 


''oTo  +  ^T.  +  ^2T2  =  o, 

foTo  +  ':,Y,  +  f2T2  =  — 2— ■ 
f 

Per  queste  ultime  relazioni  si  ottiene  altresì  che,  posto 

/  =;  «^  —  I  ,  OT  =  /;'  —  I  ,  ?;  :=  c^  —  1  , 

X  =z  a  —  he ,         '^  ■=  b  —  ca  ,         T^*-  —  '^^  ' 


sussistono  le 


? 
T,  —  4T0T2  =— «, 


i^.T.  -2^T2-2S,y„  =  iÌ 
r,a.-.y„.,-2va„  =  ll 


.li.-^^', 


„!^2—     2=^2^     =     ^-7. 


f^. 


e  quindi  le  seguenti  : 

<zJ4-/'„y+f/i  =  -^«,  ,      rt„y  +  /;„w4-r„a  =  ^!i^,         a/;i  +  /'„a  +  c„w  =  ^y, 

'^J  +  l'.'i+c/^==^=^o^     «.T  +  ^'«  +  '-2='=— i^o.        a2'H4-^2*  +  ^2'''  =  -^Yo. 


&       a      n 
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Ma  la  proprietà  principale  di  quei  coefficienti  si  deduce  dai  valori  stessi  delle  quantità 
(17),  (19).  Supporrò  per  brevità  :  /,  (.v)  ^  i  ,  /,  (.v)  =^  x  e  quindi  £  =  —  i.  I  va- 
lori (17)  sviluppati  danno: 

a^  \'g  =  a^a^  (a-^_  -j-  a^)  —  a-^a^t'^  +  «,)  , 

fl,  ^g  =  a^a^  —  a-^a^ , 

a^  ^g  r=  ^1^  -["  '•',  —  ''à  —  ^!  • 
Si  considerino  ora  le  due  torme  binarie  quadratiche  : 

e  si  formi  il  covariante  simultaneo  del  secondo  ordine 

,  d^    di'  do    d<\i 

si  otterrà  : 

Q-A)  =  i/?(«.^:  -  2'^^,^.  +  "c'^D> 

ed  essendo  a'^  —  a^a^  =  i,  g  sarà  il  discriminante  di  questo  covariante  simultaneo. 
La  stessa  proprietà  ha  luogo  per  le  quantità  b^ ,  h^  ,  l\  ;  c^,  c^ ,  c^.  Ponendo  : 

il  covariante  simultaneo  quadratico  (■!/:)  ha  per  coefficienti  le  h^,  l\,  b,  ed  il  covariante 
simultaneo  (p  9)  le  c^,  c^  ,  c^. 

Le  tre  forme  quadratiche  9,  '\/,  p  hanno  sei  invarianti  simultanei  e  cioè  : 

(??X,      tt'a>      (pp).>      C^pX>      (??).>      C?'^; 

ponendo  : 

^  =  (?y):-(??xcHx,  B  =  wit-ii^'i)M?).,  c=(^):-(ppx(99),, 

sono  : 

A  :^  g  ,         B  —  (rt,„  —  aj)  (rt,„  —  a^)  ,         C  =  (a,,,  —  a,)  (a,„  —  «J  , 

ed  i  tre  coefficienti    a,  b,  e    della   equazione   del    quarto    grado    (20)  del    Capitolo  II 
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avranno  i  seguenti  valori  : 


]   D  L 


\'CA 


[(^?X(??X-(v  ?).(??).], 


infine 


\'A^ 


;[(??).(^^X-(f^).(?^)J: 


Vabc 


(??X  iriX  (??). 
(J'?).  (:'A\  (:h\ 
(??X    (?i).    (?fX 

Questo  risultato  dà  una  chiara  idea  del  modo  di  generazione  delle  quindici  equa- 
zioni analoghe  alla  suciuta  (20)  del  Capitolo  U.  Decomponendo  la  forma  binaria  del 
sesto  ordine 

/(;,  ,  ;J  =  ;.  (;,  -  a^  ;,)  (;,  -  ..  ;.)■■■  (;.  -  a^  ;.) 

in  tre  torme  quadratiche  o,  ij,  0,  si  ha  pei  valori  superiori  una  prima  equazione.  Per- 
mutando in  9,  ò  dapprima  gli  indici  >.,  j/.,  poi  gli  indici  ja,  s,  se  ne  ottengono  altre 
due.  Infine  permutando  l'indice  m  cogli  r,  s,  1,  y.  nella  forma  p  ed  in  una  delle  altre 
due,  si  ottengono  le  quindici  equazioni. 

6.  Le  relazioni  (18),  (20)  conducono  a  determinare  le  espressioni  dei  quadrati 
delle  derivate  prime  )\  ,  y^,  ■  ■  ■ ,  dei  loro  p.odotti  due  a  due,  e  delle  derivate  seconde 
)'n  >  J.2  >  J22  '  •  •  •  >  ^"  funzione  razionale  di  v,  :i,  'w. 

Scriveremo  per  brevità  {(i„y^^  per  a^y] -\-  2^?^  j_  j^ -|- a^  v^  ;  così  (d^j^  ;^J  invece 
^  ^oJ i^i '\'  '^ii.)\^z~\'  y'i^ò  '{'  '^l'y^^i  ^  analogamente  per  altre  espressioni  simili. 
Rammentando  le  relazioni  (12)  trovate  sopra,  e  ponendo  r  =  j-^  si  hanno  dappri- 
ma le 

I    .       A  /-    /    dF    ,       dF\  ..     „  r    (    dF     .      dF\ 

,       ,,  r    (   dF    .      dF\ 


(24) 


(^o^.'^'.) 


(^o  ^.  «',)    = 


dF_ 


(^o-^',J,) 


(''c^'..V,)^ 


5f 


i^yr.:) 


r__dF_ 

4  ^5;' 
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e  dalla  derivazione  delle  (i8),  (20)  le 

,     -  ,        ,  r  dF  ,,       .         r    dF  .         ^        r   dP 

V  jy         V  0,'iiy         2    dy  '  2    a::i  ^  o     n/         2   dw 

Le  altre  relazioni  esigono  qualche  maggiore  preparazione.  Si  noti  che  per  le  relazioni 
(21)  si  hanno  le 

K;'.  +  "^yù  («.}',  +  '^.y.)  =  —  y,  y.  +  ^,  Qhyd . 

e  per  esse  si  deducono  dalle  (18)  le  seguenti: 

ed  altre  sei  simili  si  deducono  dalle  (20).  Perciò  introducendo  i  tre  polinomi  Y,  Z,  W 
formati  colle  y,  x^,  w  q  definiti  dalle  relazioni  : 

^     dP  1^     I      J  I     df  7     1     ;  l     dF  TU     \     1     ~ 

e  ponendo  come  sopra  : 

a=a  —  he ,         fl  =  è  —  ca  ,         "  =  e  —  ah  , 
si  ottengono  i  valori  delle  nove  espressioni  : 

iKfò  =  ^W  +{Z-2  Ei)/J ,        (c,c)  =  r[Y+{lV-  2Y)^^]  , 

(^o}'D  =  r  [Z  +  (  fr  -  2  y) r] ,        {a^  -;)  =  r  [W  +  (  7  -  2  a)  ^=] , 

(2O  ( 

(/.„<)  =  r[7+(Z-  2  ^^)zt'=], 

(fl^-,z^,)z=r[(F-2a)-a;-À';.],    (^„^.',^,)  =  '-[(^- 2?)^^ -^1 , 

Infine,  essendo  per  le  (18): 

y^  =  ^i'(rt,^,  +  '^z\ù  —  ^0^^I  +  ''j^'J  ' 
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derivando  la  prima  per  u^  h  seconda  per  u^  e  sommando,  si  ha  : 
ed  analogamente  dalle  (20)  : 
e  per  queste  : 

^^^   (  ('^o^'.J^^ruCr-a);  (^-„u;„)  =  2  r  u.(Z  -  '^)  ,  (c^'.J  =  2r',{JV  - -(). 

Le  27  relazioni  (24),  (25),  (26),  (27)  e  le  tre  (12)  danno  cosi  i  valori  dei  quadrati, 
dei  prodotti  due  a  due  delle  derivate  prime,  e  le  derivate  seconde  di  y,  :i,  w  in  fun- 
zione razionale  intera  delle  stesse  j,  ;^,  ti»  e  dei  coefficienti  a,  b,  e,  k  della  equazione 
biquadratica  F(y,  ^1,  w)  ^  0  . 

7.  Ma  queste  relazioni  si  possono  ancora  semplificare  e  rendere  più  atte  alle  ap 
plicazioni,  introducendo  le  a^ ,  '^„ ,  y^, ,  ...  (22)  in  luogo  delle  a^,  b„,  c^,  ... 

Scriveremo  per  brevità  («^jD  i"  luogo  di  a,  y^  —  ^'iJiJ^'j  "f"  °'-o>'2  >  ^  (^2  ^.l  ^i) 
invece  di  o'j^,  «•', r  ^,  (•^i  "'2  ~l~ -^2^1)  ~f~  ^o-v^^';  5  P'^^  • 

(  I  =  r-i  -j-  2i!y'  +  I  ,  M  =  :;^'  +  2/7^.'  4-  I  ,  iV  =  tf^  -(-  2  e  u-'  -|-  i , 

(28) 

(  P  =  )•=  +  C  «•%  O  =  r  +  ^^'^  y',  R  =  ii''-{-  y'  i\ 

infine  come  in  addietro  : 

ì  ^  a'  —  I  ,         m  =  b^  —  I  ,         n  =^  e'  —  i  , 
e  si  avranno  le 

('-2  v;)  =  i  +  2-^-}';:^',       ("2^:)  =  ('^2<)  =  ^+  2-^-jr^', 

('^2^  =  ^^^+  ^^y-.^  ,        ('-2O  =  (;2  v;)  =  Q-\-2^-yiw, 
(V2«';)  =  iV  +  2-f  j^a.,         Ci^>;)  =  (a,-)=  ^  +  2^K"'  . 

vC^-..)=.a^+/')+f-7,      ^(^•2-..)  =  ^(T2)'..)  =  -7+f^ 

^(T2-..)--(-^+0  +  xK'       ^(^3-..)  =^('^2^..)=n  +  f  "'. 


(29) 
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da  ultimo  le  nove  seguenti  : 

(P.^',  )'.)  =  (r  —  b)^y  +  -^  iQr^'  +  ^y'  —  "0. 
(<^^.O  =  K-0)'^  +-f"^'(»^/  +P^=-"), 
(*.^'.>',)  =  0'  +'J)«'>'  +  -^^(/ti''  +  ^y'  —  t)  . 

^    (.^.y.O  =  il  +  ^'))' K  +  ^"^<'«/  +  T^^  -  «) , 


(^.y,  O  =  (/  +  ") y  ^  +  ^  t.  (/^^  +  y/  -  fi) . 


(30) 


(P.^."'O  =  (x^+/0^^''+f  yO"U'^  + 


t). 


(t.  ^,  y ,)  =  ("''  +  0  '^7  +  -p  ^  ("  y'  +  P  "''  —  «)  ■ 

8.  Fra  le  varie  conseguenze,  che  assai  facilmente  si  possono  ricavare  dalle  for- 
mole  superiori,  consideriamo  in  modo  speciale  quelle  date  dalle  relazioni  seguenti, 
perchè  stabiliscono  una  proprietà  caratteristica  per  le  funzioni  iperellittiche  aliatto  ana- 
loga ad  una  nota  per  le  funzioni  ellittiche.  Dalle  formole  (29)  si  deducono  le 

poi  queste  altre  tre  : 


{■m 


dir 


^    dir 


le  quali  dimostrano  che  la  proprietà  scritta  in  esse  sussiste  per  le  funzioni  iperellittiche 
di  ciascuna  delle  60  combinazioni. 
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Queste  relazioni  dimostrano 

inoltre 

che, 

posto 

(32) 

sussistono 

y 

le 

0„ 

\.  = 

~   0 

' 

(33) 


/     5Mog0,„\  I  /r.  ^Ilog0^\  «^'    ,    r 

/     5' log  Q;  A  _         ^'  ^c  i'i  l}^l^\  -         ^    JL.C 

y     du]  )-     i'  +  V' 

/   a-logeA_       I 

nelle  quali  C„ ,  Cj^,  C^^,  sono  tre  quantità  indeterminate,  le  quali  si  dimostrerà  piìi 
tardi  essere  costanti.  Notiamo  che  quando  sieno  soddisfatte  le  tre  prune  equazioni 
superiori,  le  altre  lo  sono  per  le  formole  differenziali  precedentemente  stabilite. 

Ora  la  prima  di  quelle  equazioni  (33),  pei  valori  (22)  di  «^ ,  a_ ,  a^ ,  può  porsi 

sono  la  forma  : 

I    /      dT„.       dT\         ,        ., 

nella  quale  : 

(34)  r„  =.  ;.  (. J  -^  +  A  (.  J  ^^  , 

od  anche  per  le  equazioni  differenziali  (7)  del  Capitolo  I  : 
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Analogamente  indicando  con   T,  la  espressione  (34)  mutato  l'indice  m  in  s,  si  ha  per 
la  seconda  delle  equazioni  (33): 

(^')  (-^3t:)?3[('- - "J''lf;  - ('■  -"^'-'é] = < - '^-■^ 

nella  quale  evidentemente  possono  permutarsi  le  /,  i  ;  e  cosi  per  la  terza  permuutndo 
\,  (/.  ed  s,  r.  Se  ora  poniamo  nella  (^)^  : 


i  =  ^_(/,0.j£,(-.)+/.(Oj.W]-^(.^)+.p^. 


nelle  quali  ^,(x),  ^^(.v)  hanno  i  valori  (2)  del  Capitolo  I,  rammentando  la  equazione 
fondamentale  (3)  dello  stesso  Capitolo,  si  dimostra  facilmente  che  la  equazione  (^^^') 
è  soddisfatta  purché  sia  : 

(8)  c  ^jh^iMJumMI, 

Così  mutando  nelle  (37)  m  in  i  e  sostituendo  i  valori  risultanti  nella  (36),  que- 
sta equazione  è  pure  soddisfatta,  ponendo  : 

(  e.  ^  '  n^ù-n^ò 

\  ''        2         a-  —  a 

(39)  ,  ■         ' 

ed  analogamente  per  la  terza  permutando  a  in  [J-,  s  in  r. 
Ora: 


( 


X,  -  x,)^        a  x^  \x^  -  xj~d  X,  V-v,  -  -vj  ' 


se  quindi  poniamo 

(40)  À(O^,+A0^,)^. 

dalle  (34),  (37)  deduciamo  le 
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\        dtl  2,1  t  2,1  t  1         ■' 

^''^  8  lo,  e 


du. 


i^f&a,,,  +  j_ffea ,,,,  +  ,, 


ma  la  equazione    (40)    dovendo    sussistere    mutando    m    in  s,  r,  1,  u.,  ne    segue  che 
saranno  : 


(42)  ,uR^4-,iR^=zo,         mR-lr>iR^  =  -^ '- , 

VT     y  0.102  111.2^^     ^' 

le  quali  determinano  le  R^,  R^.  Per  la  funzione  ©(«,  ,  "J  così    definita    sono  i  va- 
lori di  I  ^r —  I  ,  (  ^^ —  I  ,  cioè  corrispondenti  ad  h    :=  h,  ^  o  ,  eguali  a  zero. 

Vedremo  in  un  prossimo  Capitolo  quali  relazioni  esistano  fra  le  funzioni  0^(",,  hJ, 
^J..(",.    'O»   %m(",y   «2)   ^   1^   ®(",  .    "=)■ 

Capitolo  IV. 
Le  derivate  delle  funzioni  iperellittiche  rispetto  ai  moduli. 

I.  Denominando,  per  ora,  moduli  delle  funzioni  iperellittiche  le  cinque  quantità 
a^,  flj ,  a^,  a,,  a  ,  passiamo  a  determinare  le  espressioni  delle  derivate  delle  funzioni 
stesse  rispetto  a  quei  moduli. 

Premettiamo  perù  prima  alcune  formole,  le  quali  avrebbero  dovuto  trovare  posto 
nel  Capitolo  precedente,  ma  le  abbiamo  riservate  al  presente  per  la  pronta  applicazione 
che  di  esse  faremo. 

Notiamo  dapprima  che  dalla  formola 

e  dall'altra  nella  quale  si  muti  ).  in  o-  (differenti  da  r),  in  causa  della  relazione  identica  : 

0-0/.  K) -(;-•)/.  (O  =  (>  ;0/.  00 , 

si  deduce  la  seguente  : 
ed  analogamente  la 

(2)  0-rì[/,0^)|^^+/2(o|^]  =  C-OA.i'.,-  C-O^./V- 
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Le  forinole  (i),  (2)  completano  la  serie  delle    formole  di    questa    specie    trovate  nel 
Capitolo  precedente. 

Derivando  in  secondo  luogo  la 

rispetto  ad  h,  e  rispetto  ad  /(,  e  sommando  i  risultati  rispettivamente  moltiplicati  per 
/i  O^r)  >  j\  0^r)>  ^'  ottiene  : 

0^;^-) A',  =  pXO^r)P,.r..,.  -  <i\^-'-)P;A,„}  +  p„AO~>-)P,P,r  -  (:^-^)P:PxÀ, 

posto  : 

0)         /^,=/;w|{f  +  a/,oo/.(.o^+j:o.,)|§'. 

La  espressione  superiore,  per  trasformazioni  delle  quali  si  è  fatto  uso  più  volte  [rela- 
zioni (13)  del  Capitolo  II],  diventa  la 

e  quindi,  indicando  con  H^  la  espressione 

(4)  H^  =  __L_^^[(,,;.)p^j,^.^  _  o,Oi',j^,j , 

ossia  per  la  (i)  : 

f  \  u         /  ,'    \  ^  log  Pr    I     ,■  /    N  '3  log  /), 

(5)         ^  ^'=^-('^')-^  +  ^^C"')^' 

si  otterrà  la  seguente  : 

avendo  posto  ^■'      "'■'   in    luogo    di  .  Questa  formola  vale  pel  caso  di  m 

ed  r  difierenti  fra  loro  ;  allorquando  sia  r  =;  ìh  essa  deve  modificarsi  cosi  : 

(7) 


2      '"    '     2  -^  ^  '"■'        da„        ^"' 


[/,(o|^;+/.(..„)|^:] //.,  +  . zoo  (II:). 


essendo  : 

2fl,„  —  -V,   — 
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Infine  le  espressioni  H^ ,  H^^  ed  analoghe  si  ponno  porre  sotto  la  forma  : 


X,  —  a^        X,  —  a,       x^  —  X, 

2.  Considerando  una  funzione  iperellitrica  ad  un  indice  />„,  e  derivandola  rispetto 
ad  a^  si  avrà  : 

se  r  ed  w  sono  differenti  fra  loro,  e  pel  caso  di  r  =  7n  : 

I  valori  delle   derivate  ^— '  ,  ^-^  si  deducono  dalle  (6)  del    Capitolo  I  nel  modo  se- 

d  a/  d  a^  ^  ^  ' 

guente.  Essendo 

d    r/.(-^)l_    I    p/.(-v)    I       /.(-v)      1 
daX     I    J~    /    L   da^     1"  2  (.v  -  a jj  ' 
si  ha  anche  : 

d  rfx^)-\_  I  p/,(-v)  I  /,(-v)-/.(o  I   /,(o  1 

daX     t    J~    t    L   da,    "^      2(.v  — O  2(x-OJ' 

La  espressione  lineare  rispetto  ad  .v 

aAW+/,W-/.y  =  |i  ,  +  |!i.  +  J.  „,^ 

d  fl^      '        2  (a-  —  fl  J  d  £(^        '    d  fl^     '     2      " 

si  può  porre  sotto  Li  forma  : 

quando  sieno  : 

r     \  1        i         I  d  '"o  j        1         I  ^  '",    I      I 

e  trovasi  facilmente,  sviluppando  il  secondo  membro  della  relazione  (3)  del  Capitolo  I, 
e  ponendo  dopo  in  essa  x^  =  n, ,  x^  =  .v,  che 


2(.V-0' 

Per  queste  relazioni,    ricordando  le  (6)    del    Capitolo  I  e  le   (41)    del    precedente,  si 
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essendo  Q^ ,  R^  le  due  funzioni  lineari  di  u^  ,  n^  seguenti  : 

Q.  =  [/.  (^T,)  ..  Oz,)  +  2  hj' oo] .,  +  [/.  {a;)  .,  0^)  +  2  hJXa,)]  H, 


(13) 

le  k^^,  k^^  si  deducono  dalle  (ii)  sostituendo  nei  secondi  membri  ii^,  ii^  ad  w/^,  m^, 
T^  come  nell'ultimo  paragrafo  del  Capitolo  precedente  rappresenta  h.  espressione 

ed  H^  ha  il  valore  (8)  superiore. 

Si  osserfi  che  le  forinole  (12)  sussistono  anche  nel  caso  in  cui  l'indice  r  sia  e- 
guale  ad   I   od  a  3,  cioè  la  a^  sia  uno  dei  limiti  dell'integrale. 

Sostituendo  le  espressioni  (12)  nella  (9),  rammentando  la  relazione  (6)  sopra 
stabilita,  si  avrà  la  seguente  : 


(14) 


equazione,  la  quale  sussiste  anche  per  r  ^=  ni,  come  provasi  facilmente  sostituendo  i 
valori  (12)  nella  (io)  e  tenendo  conto  della  (7). 

Se  infine  nella  (14)  si  pone,  come  nei  due  precedenti  Capitoli: 

si  ottiene  la 

(  4/'0^.)|^  =  -  2(2.}'.  +  R,)0  +  2  r. [/.(«.)}'.+ /a («.)7J 
ì  '     +/!(«.)>'..  +  2/,  (O/3  («,)}'..  +rM)y.., 

essendo,  come  nell'ultimo  Capitolo  :  y,  =  ^r'-  ,  y,  =  ^A- ,  ■■  ■  Affatto  analogamente  si 
troverebbero  le  due  relazioni  differenziali  che  si  hanno  sostituendo  in  quest'ultima  alla 
y  le  ^,  w. 
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Le  relazioni  (14)  o  (15)  e  le  altre  della  stessa  specie  danno  i  valori  delle  deri- 
vate rispetto  ai  parametri  di  una  qualsivoglia  funzione  iperellittica.  Queste  espressioni 
si  semplificano  allorquando  sieno  m^  =  »,  :=  0,  ;«,  =:  11^=^  1,  giacché  in  questo  caso 
si  hanno  le 

I  valori  (12)  di   Q^ ,  R^  conducono,  nella  stessa  ipotesi,  alle 

S-         Qr        _  \r,         Rr  _ 

e  quindi  da  una  qualsivoglia  delle  quindici  equazioni    analoghe  alla  (15)  si   ottengono 
due  relazioni  simili  alle  seguenti  : 

,     -  •'c-dy  dy  \~     ^y  ^    (        dy     .       dy\ 

^   '■'  ^5  a,  'du,  ^    'da,.        2    \^    '  d  H^   '       oiij 

relazioni  le  quaU  dim.ostrano  la    proprietà    caraneristica    dello    sviluppo    in    serie  delle 
quindici  funzioni  iperellitdche.  Si  avranno  cioè  per  le  nove  funzioni  pari  : 

^^  =  !  +  (".>  '0.  +  (".,  '0,  +  --- 

essendo  y^  il    valore    di    y    corrispondente  ad  11^  =  11^  =  0,  ed  (/(^  ,  hJ„  una  torma 
binaria  dell'ordine  ii  ;  e  per  le  sei  dispari  : 

;•  =  (".>  'O, +  (".>  '03  +  ("..  'Os  +  --- 

essendo 


("■■"-'-(a^)."-+(ai.):- 


Tutte  queste  forme  binarie  hanno  poi  una  proprietà  iiivaritiiitiva  che  scaturisce  dalle  (17). 

Sia  infatti 

„    ,            „_,        ,    h(/;  —  i)        „_j    j    ,  1  ., 

?  ^  '"o".  +  '"^,  "i     "2  H — ^ '^2",     "2  +  ■  "  ■     I    "^,,"2 

una  delle  forme  binarie  di  cui  componesi  lo  sviluppo  di  v,  tanto  pel  caso  che  y  sia 
funzione  pari,  quanto  in  quello  che  sia  funzione  dispari.  Evidentemente  le  relazioni 
(17)  dovranno  verificarsi  per  ciascuna  forma  binaria  o  ;  dovranno  cioè  essere  identica- 
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■s— 89  do  ST     ^^  ^    (        ^9     \         ^?\  do     ,     n 

La  prima  di  esse  dà  pei  coefficienti  c^,  e,  ,  ...  r,,  le  seguenti  proprietà  : 

>'3— ^  =  — «e,,  >' ^~=H- =  —  ("  —  0  <"- '       ••■       >'^^  =  o. 


e  la  seconda  queste  altre  : 

\r-       dr         3»  ■s^       de,         3  «  —  2  -é-      d  e 

■^-'d(Z.         2°  ^—    '  da  2         '  Z_'^d(7 


Ne  risulta  che  nello  sviluppo  in  serie  di  qualsivoglia  funzione  iperellittica  di  primo 
ordine,  quando  sia  noto  il  coefficiente  c^  in  una  delle  forme  binarie  ip  di  cui  compo- 
nesi  quello  sviluppo,  gli  altri  coefficienti  si  deducono  per  semplice  derivazione  rispetto 
ai  moduli  ;  che  inoltre  questo  coefficiente  incognito  deve  soddisfare  alla  condizione  che, 
l'ordine  della  forma  9  essendo  n,  il  suo  peso  sia  — .  Queste  proprietà,  note  nella 
teorica  dei  covarianti,  dimostrano  il  carattere  invariantivo  delle  forme  che  compongono 
quegli  sviluppi  in  serie. 


X.  Posto 


(18) 


si  otterranno  da  queste  i  valori  di  '  ,  '  nello  stesso  modo  seguito  nel  para- 
grafo precedente  per  giungere  alle  (12).  Ponendo  perciò  le  espressioni  del  terzo  gra- 
do in  X 

'-^ +'-%"- af  =  ^'-^/■(■^■)  +  ''M>=)  -  Av.^(-v)  -  Av,.  (.V)  , 
nelle  quali  le  costanti  //,,,  k\^ ,  . . .  sono  funzioni  iì  h^,  b^  ,  . . . ,  c^,  c^  ,  . . .  e  delle 
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loro  derivate  rispetto  ad  a^ ,  si  avranno  come  espressioni  di  quelle  derivate  le  seguenti  : 

dv, 
(19) 


essendo,  analogamente  alle  (13),   Q',,  R',  funzioni  lineari  di  «,,  11^;   Q",  R",  funzioni 
lineari  di  v^  ,  v^  e  cioè  : 

2;  -  [i^(Oè^(0  +  2/;;j'0O]''.  +  [sX^r)sM)  +  ^/^/O^)]  «., 
R:  =  L^O^)i^O^)  +  2à-;j>J]".  +  [ì^,(«.)a^(0  +  2à-;j'(«,)]  «.> 
Q:  =  k.  («  J/,  Or  j  +  2  // j'(^  J]  ^^  +  k,  ('^.)  A  («.)  +  2  // JX'^,)]  ^. . 

^';  =  [S.  («.)/.  ('rj  +  2  /::  J'(.,)]  r.  +  [c^ (.,)/.  (^.)  +  2  i-; ,/'(.,)]  t', . 

Se  supponiamo  /,  (^')  =  !>  /aW  =  a'  e  le  ^,  (^)>  62  W  abbiano  i  valori  (5)  del  Ca- 
pitolo I,  queste  equazioni  si  semplificano,  essendo  in  questo  caso  : 

(20) 

f     ^','r  =   —     T  "'  '  Kr  —  ~T'  ^'y  =  O  >         ^V  —  °  • 

4.  Dalle  due  equazioni  (12)  si  deduce  la 

/, M -1^  - /.(«.)|^  =  [U, («.)  -  Krf. i^.)\  «.  +  IKf, M  -  K,L («.)]«. ; 

e  perciò,  quando  /,  (.v)  ^  1  ,  /, (a)  =  -v,  e  sussistano  le  (16),  si  avrà: 
^      \  5z/,  5!(,      ,      I 

Cosi  dalle  (12)  e  (19),  osservando  che 

si  deducono  le  due  : 

y.  ("r)  -v^ g^ip^^r^ 
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T^  .  ,  .....    dii,        dv,        dv,  .  dii, 

Da  queste  si  hanno  1  valori  di    ..       ,     .,    '    ,     -,        espressi   per     ..       ,»,,",,  ^',,  ^,- 
^  drt^        8rt^        da^        "  0(1^        1212 

Nel  caso  sopra  considerato  alla  equazione  (21)  devono  aggiungersi  le  due  se- 
guenti : 

/     dv,  ,  dn.  I  I 

'"1         

mentre  dalla  prima  delle  (12)  si  ha: 

Ci  serviremo  di  queste  formole  nel  Capitolo  seguente. 

Capitolo  V. 
Gli  integrali  completi  di  prima  e  di  seconda  specie. 

I.  Partendo  dalla  definizione  data  nel  Capitolo  I,  per  gli  integrali  normali  iperel- 
littici  del  primo  ordine  di  prima  e  di  seconda  specie,  denomineremo  integrali  completi 
di  prima  specie  gli  otto  integrali  definiti  seguenti  : 


àv,  .    .   du,  I     ,  I       ;  N  I 

sX'^r)-^—~C3^K  +  -'J.'^.  +  ^2)",  — -:r"r"2 


(0 


e    si    otterranno    gli    otto    integrali    completi    di    seconda    specie    -n^^,  r^,  ;  1,^,  vi^^  : 
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•/),.,  /ij,  ;  'l,^ ,  Yij  mutando  nelle  espressioni  superiori  /,(^)  in  gX^)j  AW  '^  ^iW- 
Fra  questi  sedici  integrali  sussistono  alcune  note  relazioni  alle  quali  giungesi  facilmente 
ricorrendo  alla  formola  (3)  del  Capitolo  I.  Esse  sono  le  sei  seguenti  : 


:n^= — ■ — )      ^^2'i,4 — ''^4'''I2^~"2a■'■'24~""24■''22= — 
Conviene  però  dare  alle  medesime  una  forma  che  ci  sarà  utile  in  seguito.  Posto 


dalle  relazioni   superiori  si  deducono  queste  altre  : 

'"l-''"'l-,~l~"''ì''''i."l~'"i'''l>^ "^  ''^22'  "'i2''''l4H~'"24'''ll~l~'"4.'''l2^^  " 


(3) 


"';4'''2i~t~'"4i  '''2i~l~'"ij''"'24^= ''^4'  '"j4'''22"l"'"42'''2;"t~'"2;''''24^^  


'";,''■'  1  2  +  '"4  ,■'■',;  +  '"2;  ■'i  ,4  = ~  ''•'25  '  '"54""  ■  I  4"  '"41  '1 1  ;  +  '"i  ;  '■*  14  ==  ^  ''■'24  ' 

le  quali,  posto 


(4) 


possono  scriversi  cosi  : 


D 


(5) 


dr,.,         2      '>'     d-fì,^         2    '  '■''      dr, 


dD 


dD 


dD 


dP 

dP 


ed  analogamente  si  hanno  le  altre  otto  : 
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/        dP    _             -i    ^                  dP    _              T.i   ^ 

(6) 

1     dP  _         -i               dZ)  _         -r  ^ 

dP  _  -i  _ 
dw,j  "~    2      "  ' 

dP         -i 

■^ =  —  "1,,  , 

aco^3     2    -" 

dP    __     TV! 

Ma  per  una  nota  proprietà  dei  determinanti  : 

dP     ,          dP     ,          dP 

+-16-. 

dP  .      dP  ,      dP 

+  «..a^''=»^ 

sarà  quindi  per  la  prima  :  P  — ^  ;  e  per  la 

seconda  : 

(7)                                '^,.'^.i-'^.,"^. +  '^."^..- 
ed  analogamente  : 

-  w,/'-»,,  =  0  , 

■l,,''',^,      ■1,;'''2I       ~ì~    '^1  ,  z'^' 24       ~ 

-  ■'ì,^'0j2  =:  0  . 

Le  formole  (5),  (6),  come  quella  che  dà  il  valore  di  P,  si  possono  anche  ottenere 
direttamente  applicando  un  noto  metodo  di  trasformazione  di  integrali  multipli  *). 

2.  Considerando  le  equazioni  (6)  del  Capitolo  I,  ed  i  valori  superiori  degli  inte- 
grali completi  di  prima  specie,  si  vede  che  per  determinati  valori  di  x, ,  x^  le  11^ ,  u^ 

■    ,  •  »,  ,  a  log  e    a  log  0     , 

possono  assumere  1  valori  oj  , ,  co,,  ,  . .  .  Analogamente  le  -^^^ —  ,  — ^-2 —  o  le  v, ,  v, 
del  Capitolo  precedente,  in  causa  delle  equazioni  (41)  del  Capitolo  III,  diventano  le 
r,_j  ,•/;,,,..  . 

Riservando  al  successivo  Capitolo  la  determinazione  dei  valori  delle  funzioni  ipe- 
rellittiche  corrispondenti  a  quei  valori  degli  argomenti  «^ ,  u^ ,  passiamo  ora  alla  ri- 
cciva  delle  relazioni  differenziali  esistenti  fra  quegli  integrah  completi.  Supponendo 
/,  (aM  =^  I,  /;;(a')  =  X,  esse  sono  una  conseguenza  delle  equazioni  (21),  (22),  (23) 
del  Capitolo  precedente.  L'ultima  di  queste,  ricordando  l'osservazione  già  fatta  relativa 


*)  Si  può  consultare  la  quarta  delle  lettere  di  Rosenhain  a  Jacobi  :  Aus\u^  mehrcrer  Schreiben 
des  Dr.  Rosenhain  uh  Herrn  Prof.  Jacob:  iiber  die  hypirelUptlschen  Transcendenten  [Journal  fùr  die  reine 
und  angewandte  Mathenaatik,  t.  XL  (1850),  pp.  319-560];  e  l'ultima  parte  della  memoria  di  Jacobi: 
De  binis  quibuslibel  functionibus  homogeneis  secundi  ordinis  per  substitiitioties  lineares  in  alias  binas 
transjormandis  ,  qua  solis  quadratis  variabilium  Constant  ;  una  cum  variis  theoremalis  de  transformatione 
et  detenni  milione  inlegraìium  multipliciiim  [Ibid.,  t.  XII  (1834),  pp.  1-69]. —  Vedi  anche  il  mio  lavoro: 
Sulle  funzioni  abeliane  complete  di  prima  e  seconda  specie  [XLII  :   t.  I,  pp.  277-2S4  (p.  284)]. 
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alla  derivazione  sotto  l'integrale,  dà  quattro  equazioni  della  forma  : 

(8)  ^^'^'^^^J^  ^  sX^^r)^,,  +  .?.(''.)'^.  -  ■'■.,,  —'h-'-.,,  , 

e  le  altre  tre  si  ottengono  da    questa    sostituendo    ad  w^^  le  oj^^ ,  w,^ ,  w,^  e  facendo 
nel  secondo  membro  le  corrispondenti  sostituzioni. 
Per  la  (21)  si  avrà  la 

ed  altre  tre  analoghe  per  oj^, ,  oj,, ,  w^^ . 
La  seconda  delle  (22)   darà  : 

ed  altre  tre  per  •/;,,,  •/;,,,  r,,^  ;  infine  la  prima  delle  (22)  conduce  alla 

ed  alle  altre  tre  per  r,,^ ,  r,,.  ,  -z;,^  . 

È  evidente  che  derivando  l'equazione  superiore  (8)  tre  volte  rispetto  ad  a,  si  ot- 
terrà, in  causa  delle  (9),  (io),  (11),  una  equazione  differenziale  del  quarto  ordine 
per  Ci,,  .  Questa  equazione  differenziale,  di  forma  assai  semplice,  è  la  seguente: 


(12) 

A 

^  + 

■"        dal 

--Ì-- 

nella 

quale 

A: 

=  /■(«.). 

B  = 

^C^  +  ^D^+- 


4  dal     '      2        da^         16 


2    da'  '  2.3   dal 

Ponendo  r  =;  o,  i,  2,  3,  4,  si  hanno  così  cinque  equazioni  differenziali  del  quarto 
ordine  per  w,, ,  e  le  identiche  equazioni  per  w,^ ,  to^^ ,  w,^  ;  ossia  a)„  ,  w,^ ,  w,, ,  w^^ 
sono  integrali  particolari  di  ciascuna  di  esse.  Si  può  dare  altresì  a  quella  equazione 
una  forma  abbastanza  rimarchevole  osservando  che,  indicando  con  S  la  radice  quadrata 
del  discriminante  di  /(.v),  o  meglio  del  discriminante  della  forma  binaria  del  sesto 
ordine 

e  con  S^  la  radice  quadrata    del    discriminante   della    stessa    forma    divisa  pel  fanore 
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^,  —  a^t, ,  si  ha,  come  è  noto  : 

/■(«.)  =  {: 

quindi  l'equazione  differenziale  superiore  diventa  : 

T 


dat   ~^  ^^  da,    da':   +   8    da:    da'   "^   4    da''    da,   +16     ' 


Queste  sono  le  forme  delle  equazioni  differenziali  degli  integrali  completi  quando 
si  assumono  per  moduli  o  per  variabili  principali  le  quantità  a^ ,  fl,  ,  . . . ,  a^;  esse 
però  possono  subire  altre  trasformazioni  scegliendo  opportunamente  per  variabili  prin- 
cipali alcune  determinate  funzioni  di  quelle  stesse  quantità  a^ ,  rt,  ,  .  . . ,  a^. 

Ci  occuperemo  più  avanti  delle  m.edesime  in  uno  speciale  Capitolo. 

3.  Si  è  indicato  nel  precedente  Capitolo  con  in,^  la  espressione 
e  quindi  per  la  (7) 

'"l;  +   '"24  ^   ^  ■ 

Posto  co  =:  m,^ ,  dalle  equazioni  differenziali  (8)  e  seguenti  si  ottiene  : 

(13)  2/'0o|f  =  U.0O  +  '^..^(O]--(Q  +  2C,.,+  c.o, 

essendo 

(      C„  =  w^^-/;,,  —  co,,  r,,^  ,  C,  =  (o,,-o^,  —  w,^r,^,  , 

Cosi  derivando  »h  ^  rispetto  ad  «^ ,  ed  osservando  che  per  le  (3)  si  hanno  le 


C.+ 


si  otterrà  : 


=  [s,('',)+'>,ir=(«,)]"',.-'-^(C.  +  2C,<.,+  c,»:)  +  7^(»„-o,",.)' 
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e  da  queste  : 

ed  analogamente  : 

^/■W^(^)  =  ^/■0..)^(^)=-^0'..-vsJK,-,"„), 

formole  delle  quali  si  farà  uso  più  avanti,  come  pure  della  seguente  : 
Co  C,  —  C:  =  (0  (■/:,,  r.^^  -  -^.^r,  J  . 

Capitolo  VI. 

Le  funzioni  iperellittiche  per  valori  particolari  degli  argomenti. 

I.  I  valori  delle  quindici  funzioni  iperellittiche  corrispondenti  ad  ;/,  ^«^1=0, 
si  ottengono,  come  si  è  già  osservato,  ponendo  x,  ^a,  ,  x^  =  a^ ,  o  reciprocamente, 
nelle  espressioni  delle  funzioni  stesse.  Cosi  si  avranno  le 

p,   (o)  =  o,  ^,(0)^0,  j),,(o)  =  0, 

P.,(o)  =  o,       i',„(o)  =  o,        p^Xo)=o, 

/'o(o)=[(oi)(o3)]\       i'c.(o)=[(o3)(i2)(i4)]^        /'„3=-'"[(oi)(23X34)f. 

^'^    i/'.(o)=>[(i2)(23)]^     /'..(o)=->-[(oi)(23)(i4)r,   A3=[(03)(i2X34)r. 

/'.(o)=[(M)(34)r.      /'„(o)=-[(oi)(i2X34)r,      ^,,='[(03)(^3)(H)f. 

nelle    quali    i  =  ^ —  i  e  le  quantità  sotto  il  segno  radicale  sono  positive. 

Dalle  formole  di  derivazione  si  ottengono  per  le  derivate  delle  sei  funzioni  di- 
spari, corrispondenti  ad  »,  =:  h^  =;  0  i  seguenti  valori  : 
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(2) 


ik)  &:)r  -Kb  i^h  -  K-)(°3)(.4)(M)f , 
7kÀyt)r-M^)r  -  ■K".)(orì(..)(.3r. 


e  quindi,  se  w^  =  o  ,  I     '  ''  |  =  o  . 

I  valori  delle  derivate  seconde,  corrispondenti  ad  ti^  ^=  u^  =  0,  per  le  nove  fun- 
zioni pari  si  ottengono  facilmente  per  mezzo  delle  equazioni  (29),  (30)  del  Capitolo  III. 
Trascriviamo  tre  fra  esse,  cioè  le 


^<i-.y,.)^yiy'  +  ^)  +  T 


(P.J..) 


+  f.-. 


e  supponendo    per    brevità    sieno  in^  z=  «^  =  o  ,  m,  =  n^  ==  i,   e    quindi  s  ^  —  i, 

si  avrà  : 

k 

P 
[vedi  equazioni  (23)  dello  stesso  Capitolo].  Supponiamo  ora  \,  w  funzioni  dispari  ed 
indichiamo  con  y^  il  valore  di  y  corrispondente  ad  u^  =  u^  =^  0.  Posto  t(,  =  ;<^  =z  0 
in  quelle  tre  equazioni  e  sommandole  dopo  averle  moltiplicate  per  a^,  b^,  c^,  si  ha  : 


dove  a^  ha  il  valore  della  terza  delle  equazioni  (17)  del  Capitolo  IH. 
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Ma  dalla  equazione  del  quarto  grado  (20)  del   Capitolo  II  fra  le  y,  7^,  tv   si   ha, 
ponendo  «,  ^=  ;(^  =  o  : 

e  quindi  :  

}'o  +  «  =  1'^'  —  I  , 

ossia  pel  valore  di  a  dato  dalla  (21)  del  Capitolo  II  : 

[equazioni  (6),  (7)  dello  stesso  Capitolo  II].  Se  ora  ramn-ientasi  essere 

si  giunge  alla 

y-0'..)o  =  'V'^C"'.  +  ""^  —  "-'.aX^  +  a^y 

essendo  gli  indici  ).,  ]/■,  r,  s  scelti  opportunamente  perchè  ;;^,  w  sieno  funzioni  dispari. 
Questa  equazione  può  anche  scriversi  come  segue  : 

(3)  ^^  (Iff  )  =  'v^0'>.  +  '0  -  ''>.«,  ov  +  -:)  ' 

ed  in  essa  possiamo  porre  iii  =  o,  2,  4.  Affatto  analogamente  si  troverebbero  le 


f,,,  (o)  Xdii^dìiJ^        '■   '         >"   '' 
— r^  1  -=r-f- 1  =  ^u  +  ^r  —  ^;  —  ^> 


Nello  stesso  modo,  supponendo  in  tre  fra  le  equazioni  (29)  del  Capitolo  YH  y,  w 
funzioni  dispari,  si  giunge  alla 

Posto  nella  (3)  : 

III  =  0,         u,  1=2,^;         1,  s  =  I,  $, 
si  ha  : 

(5)  j~  [^)~  ^^M^.^^0  -  ^•^■M  +  %)y 
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ed  in  questa  permutando  gli  indici  o,  2  ;  o,  4  si  hanno  le  analoghe  espressioni  per  le 
altre  due  funzioni  iperellittiche   ad  un  indice.  Cosi  ponendo  nella  (4)  : 


si  ha  : 


Ìr)C^),=  ("'-""^f"-"'-'''<"-  +  "'>'' 


e  le  altre  due  permutando  l'indice  0  con  2,  4  ;  infine  permutando  gli  indici  i,  3  si 
otterranno  le  tre  ultime  espressioni.  Indicando  con  1  la  somma  di  queste  nove  espres- 
sioni divisa  pel  numero  9,  si  avrà  quindi  : 

(6)  1   =  ~[~(^,  +  '^;)('^;'''4  +  '-'4^0+  '^o'^)  3  ''i  '^s  O'o  +  ''2  ~f~  "+)  J^o'^'^J» 

e  se  2'J;  V  rappresentano  le  analoghe  somme  per  le  derivate  seconde  rispetto  ad  11, 
e  ad  /(, ,  o  rispetto  ad  u^  due  volte,  si  hanno  le 

;X     =      j[9    «,    «;       —      0?,       +      '2;)    Oi^o      +      'h      -\-       ''j      —      ('?,    "4      +      ''4    ''o     +      '^o'^)]      » 

^    =    7  [2  O^o   +   ^.+    "4)   —    3  0^   +  ";)]   • 

Sieno  ora  >.^,  y.^,  v^  ;  1^,  v., ,  v^  ;  1^,  y.^,  v^  quantità  che  si  deducono  da  /, 
[A,  V  permutando  i,  3  in  2,  4;  in  4,  o  ;  in  o,  2  ;  sottraendo  queste  nuove  espressioni 
dalle  precedenti  si  ottengono  le 


(7) 


[  Po(.o)\dHl}-io^  °^' 


ed  analogamente  per  p^ ,  p  sostituendo  alle  \ ,  [j.^  ,  v^ ,  le  /^ ,  p.^ ,  ...  Così,  indi- 
cando con  Ig, ,  [J.^,  ,  v^_  le  espressioni  le  quali  si  deducono  da  >.,  a,  v  colla  permu- 
tazione degli  indici  o,  i,  si  hanno  le 

Po,(.o)\dK  J~  10^  °'^' 

ed  analogamente  per  tutte  le  altre  funzioni  iperellittiche  a  due  indici. 

Questo  risultato  acquista  importanza  dalla  proprietà  caratteristica  delle  espressione 
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1,  u.,  V.  Indicando  con  o,  ò  le  due  forme  cubiche 

e  formando  il  loro  covariante  simultaneo  di  secondo  ordine 

trovasi  essere 

(9)  S=|(A;;  +  2a;,;^  +  v;^), 

e  quindi,  eseguendo  sopra  o,  ò  le  indicate  permutazioni,  si  otterranno  altrettanti  cova- 
rianti simultanei  quante  sono  le  funzioni  iperellittiche  pari.  Ne  risulta  che  essendo, 
come  si  è  osservato  al  Capitolo  IV,  per  una  funzione  iperellittica  pari 

,„)  L^^, +  ,.,..,,,+  ..., 

sarà  : 

quando  in  S  ed  S„  si  sostituiscano  m,  ,  u^  a  l^  ,  c^ . 

La  proprietà  invariantiva  degli  sviluppi  in  serie  di  rune  le  funzioni  iperellittiche 
stabilita  al  Capitolo  IV  colle  equazioni  (17)  viene  così  a  precisarsi  nel  senso  che  le 
varie  formie  binarie,  di  cui  si  compongono  quegli  sviluppi  in  serie  per  le  funzioni  pari, 
sono  covarianti  simultanei  di  due  forme  del  terzo  ordine  formate  ciascuna  di  tre  fat- 
tori della  forma  del  sesto  ordine 

(")  /(;,,;,)  =  ;,(;,-.„;.)••-  (e, -.J.). 

Per  le  fonr.e  dispari  la  decomposizione  della  /  subisce  una  modificazione.  Inco- 
minciamo dal  determinare  i  valori  delle  derivate  terze  delle  sei  funzioni  dispari,  per 
H,  =  «^  =  o.  Rammentando  le  formole  superiori  (2)  e  supponendo  sempre  £  ^  —  1, 
indicheremo  con  C,  ,  C^ ,  C,^ ,  ...  le  espressioni  dei  secondi  membri  cogli  oppormni 
segni,  cosi  che  saranno  : 

e  cosi  via  ;  porremo  anche  per  brevità  : 

{  a^  -\-  a^  -\-  a   =z  —  h, ,     a^a  -\-  a  a^  -\-  a^a  :=:  h  ,     a^a  a   ^=  —  /;.  , 
(12)      J 

(  fl, -fa,  =  — a,         a,a,  =  fl. 
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Si  hanno  così  : 

Dalla  prima  per  la  permutazione  di  i  e  3  si  otterrà  il  valore  di  |  -~t^  j  ,  e  cosi  dalla 

seconda  permutando  gli  indici  2,  4  con  o  si  otterranno  i  valori  di  |  .''  I  ,  I  ^°'  j  . 
Sommando  le  cinque  espressioni  relative  alle  funzioni  p^,  p,,  p,^,  p^^,  p^^,  si  ottiene: 

(a  +  /;,)(2  '^/;,  -  xh^  +  2/;.)  -  iC^h,  +  a/;^)  ; 
ma  : 

«  +  /;,  =  ^,  =  -  (a,  -f-  ,T.  +  ■  ■  •  +  a^)  , 

'ph^  +  7.h.  =  A^  ; 

si  avrà  quindi  che  la  somma  delle  derivate  terze  deOe  sei  funzioni  dispari,  per  »,  ^  u^  =  o, 
divise  per  le  corrispondenti  costanti  C,  ,  C, ,  . . . ,  e  moltiplicata  la  1  -^'.'  j  per  la 
somma  delle  radici  a^,  «,  ,  . . . ,  è  eguale  a  —  2^^ ,  cioè  a  meno  due  volte  la  som- 
ma dei  prodotti  a  quattro  a  quattro  delle  stesse  radici.  Ossia  la  forma  analoga  ad  S 
sarebbe,  pel  caso  delle  funzioni  dispari,  salvo  un  coefEciente  numerico,  eguale  a 

ossia  eguale  anche  in  questo  caso  a  (9  ò\  ,  supponendo  : 

?  =  ^,^.>      V  =  (^.  —  "o'^,)(;.  — '^.^J  ■•■  (:-..  — ^J-ù- 

Osserviamo  che  il  valore  superiore  (6)  di  \  può  scriversi  : 

3  {i  /;,  —  2  a  /;^  -|-  3  /;j  =  1  >.  ; 
perciò,  essendo 

A,  =  fi/;,  +  xh^-\-  /;. , 
si  ha  : 


27 
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dalla  quale  : 


i:mh+<m:-"M^h<+m-<] 


_    5 
(    =T«iO^"i  +  2;^-«,  H,  -J-  v»^)  -\-  (A,ul  -|-  lA^n]n^  -\-  GA^u^ii',  -f  io»]). 


Il  primo  termine  del  secondo  membro  è  Yii,S(it^,  «J,  il  secondo  termine  è  il  co- 
variante cubico  (9  ò\  (salvo  un  coefficiente  numerico),  che  si  ottiene  ponendo  9  =  c^ 
e  ij/  come  superiormente. 

Se  in  luogo  del  fattore  e,  della  forma  di  sesto  ordine  /(e,,  cj  si  considera  il 
fattore  ;,  —  (1,1,  ,  cioè  si  determina  il  covariante  cubico  simultaneo  della  forma  qua- 
dratica o  =  (;,  —  n.lY  e  della  forma  l  =  y"' — ^  del  quinto  ordine,  si  ottiene 
per  ciascuna  forma  dispari  una  relazione  analoga  alla  superiore,  notando  che  il  fattore 
di  S  nel  secondo  membro  sarà  eguale  a  11.,  —  a^n^  ;  ed  5  =  i,  3  quando  r  =  3,  i  ; 
s  ^  r  negli  altri  casi. 

Ne  segue  che  per  una  funzione  iperellittica  dispari  p  qualsivoglia  si  ha  : 

^^"^  "^^   =  /»  //,  +  w  »,  +  ^  (/«  //,  +  n  »  J  S-\-  P  {il,  ,  »  J  -\ 

la  n  essendo  eguale  a  zero  se  ;'=/',.  ed  eguale  a  — i  negli  altri  ca.si  ;  la  in  eguale 
a  I  nel  primo  caso,  eguale  ad  «„ ,  a,  ,  . . .  a  negli  altri;  e  P(«, ,  «J  un  covariante 
simultaneo  di  terzo  ordine  di  due  forme  l'una  quadratica,  cioè  (mti,  -A-nnY,   l'altra 

del  quinto  ordine,  ossia     -^  ^'°'  '  ''^^    . 
mit,  -{-  tiit^ 
La  determinazione  delle  derivare  d'ordine  superiore  conduce  ad  analoghi  risultati. 
Per  le  derivate  di  quarto  ordine,  per  eseu-.pio,  partendo  dalle  due  forme  cubiche  (8), 
si  devono  considerare  i  covarianti  simultanei 

(99)^  =  a,         i'lòl  =  c,         (ri)  =  à, 
i  primi  due  quadratici,    del    quarto    ordine    il    terzo  ;    inoltre    l'invariante    simultaneo 
^  =  (99),.  Ciò  posto,  nello    sviluppo  di  — 7^-rpoi"<}  "i)  ^i  ottiene: 

(14)      ("■  ,  «J,  =-#^(5  -  Sy  -  ^.{Ad  -  AM  +  ^-^iac-a^c:), 
•4.5  2.4  ò 

nella  quale  A^,  a^,  c^,  d^  si  deducono  da  A,  a,  e,  d  colla  permutazione  già  indicata. 
Ritorneremo  su  questi  sviluppi  in  serie  più  avanti;  basti  per    ora    averne    dimo- 
strato la  proprietà  principale. 
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2.  Se  nelle  equazioni  differenziali  (6)  del  Capitolo  I,  si  pongono  x,  =^  a, , 
x^  =  a, ,  i  valori  di  ;/, ,  u^  diventano  w„  ,  (o^,  [(i)  del  Capitolo  V].  Scrivendo 
/'oO'^,)  in  luogo  di  /'o(w,,  ,  oj^,),  si  lianno  le 

cioè  quei  valori  di  ;;,  ,  u^  annullano  sei  fra  le  funzioni  iperellittiche.  Per  le  altre  nove 
si  ottengono  i  seguenti  valori  : 


(15) 


po(-..)  -  [(02)(03)r>     /'„,(".,)  =  -  : [(03) (12) (24)] ^ 

/'o,("^,)=-'[(o2)(i3)(34)r, 
p,(co„)  =  [(i2)(i3)J^  ^,(co„)  =  -  ;-[(02)(i3)(24)f , 

/>,.("..)  =-'-[(03)(i2)(54)f, 

i'.C''^.)  =  [(24)(34)J^  ^.(-„)  =  /[(02)(i2)(34)r, 

i',,(-,.)  =  '[(03)(i3)(24)r- 

Così,  posto  X,  =  a,  ,  x^^=  a  ,  le  «,  ,  u^  diventano  w,^ ,  to^,  e  si  hanno  le  quindici 
relazioni  : 

|^.(".J=o.         i'^O^J^o,         ^'o.Coj.J^o,         po;0-^J  =  o> 

/'o(-.J  =  [(oO(o4)]^>  ;'o.(-J  =  -  [(04)(i2)(i3)f , 

]'.,(-.)  =  [(oi)(24)(34)f. 
/'.('■^.)  =  '■[(I2)(24)r>  /'„(03,J  =  -  .[(oi)(i3)(24)f , 

/-.,(-,.)  =  '[(04)(i2)(34)r, 
^,  (-..)  =  '•[(i3)(34)f ,         P.„  (-.J  =  -  '•[(oi)(i2)(34)r, 

i'3.(-.J  =  '[(«4)(i3)(24)r, 

e  relazioni  analoghe  si  ottengono  col  porre  x,  =  a,, ,  x^=^a^,  ossia  h,  =  — w,^ , 
ì(^  1=  —  0)^  ;  oppure  x,  =  a^ ,  x^  =^  a^,  cioè  ;(,  =  —  oj,^,  ti^  =  —  co,^.  Nel  primo 
caso  si  annullano  po,  p^,  Po,  >  P,2  »  ^.4  >  ^24  >  "^'  secondo  p^,  p^,  p^^ ,  p,^ ,  p_^ ,  p^^ . 


(16) 
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Capitolo  VII. 
Le  forinole  per  l'addizione. 

I.  Le  formole  per  l'addizione  si  ottengono  dalla  applicazione  del  noto  teorema 
di  Abel.  Si  indichino  con  u[  ,  ii[  i  valori  di  ;/,  ,  «^  allorquando  nelle  equazioni  (6) 
del  Capitolo  I  si  sostituiscano  le  )•, ,  y^  alle  a-,  ,  x^  ;  ed  analogamente  sieno  h"  ,  ti" 
corrispondenti  ai  limiti  ;^, ,  ^^.  Se  suppcnesi 

(i)  ;/,  -|-  u[  =  it\' ,         u^  -j-  H^  =  h'^  , 

il  teorema  di  Abel  conduce  ad  una  serie  di  relazioni  fra  le  a_  ,  x^  ;  j,  ,  v^  ;  ;;^, ,  :^j  e  le 

<7„ ,  rt,  ,  .  .  .  (7^  ;  le  quali  sviluppate  opportunamente  danno  le  formole  per  l'addizione. 

Sieno  P(a),   Q(a)  due  polinomi,  del  secondo  grado  il  primo,  Imeare  l'altro;  cioè  : 

P(a)  =  A-=  +  Y,A-  +  V,,  0(a)  =  '^„x  +  <^,  , 

e  decomponiamiO  il  polinomio  /(a)  nei  due  A  (a),  ^(a): 

k  (a)  =  (a  -  a,)  (a  -  a.;)  ,         g  (a)  =  (a  -  aj  (x  -  a,)  (a  -  ..)  ; 

infine  poniamo  : 

9  (a)  =  (A  -  A,)(A  -  A J  ,     ^  (a)  =  (A  -  ;.,) (A  -  y;)  ,     7.  (x)  =  (a  -  ^,)  (A  -  ^J . 

Dalla  equazione 

(2)  P'(x)k{x)  -  O^(a)K-v)  =  ?(-v)v(-v)x(-v) 
si  ottengono  le 

(3)  ■P(v,)K-v,)  =  Q(v.)l'/(^),        C2(a,)Kv,)  =  Pi-\)VTW), 
e  le  altre  sostituendo  ad  a,  le  a^  ,  v, ,  y^;  inoltre  le 

(4)  i'COKO  =  -  e(0i7(0 ,       c2(OKO  =  -  i'COi'JCO, 

e  le  analoghe  sostituendo  ^^  a  \,  • 
Ciò  posto,  essendo  identicamente 

^  '  '  '"^  À'  (a)  a  rtj  X  —  «1^  ' 

si  avranno,  per  le  (3),  le  seguenti  : 

o..)p(.v.)=;a(4,,7(^)_^,-7(j:). 
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e  da  queste  la 


Ora  il  primo  membro  della  equazione  superiore  è  eguale  a 
e  la  equazione  (2)  dà  : 

essendo    ^,  /  coi   rispettivi   indici  le    funzioni   corrispondenti   agli   argomenti  ;(', ,   n[  ; 
11",  n".  Sostituendo  si  giungerà  quindi  a  questa  prima  relazione: 

(5)  (>'  rì  \p..  -  -JfM  =  'z^.^-.x ,/    ^\  .  -  i,P>-,  ,1    \  .  ' 

e  ad  altre  due  sostituendo  all'indice  m  gli  indici  r,  s. 

Sostituendo  alle  .v_ ,  x^  le  v, ,  }',  e  le  ^^,  :(^,  avendo  riguardo  al  segno  delle  (4) 
in  quest'ultimo  caso,  si  otterranno  le  due  relazioni  analoghe: 


(6) 


.    S  P  i    1  k  V 

L        ^KOJ  v-^<«;.)  v-s(.a^) 

—  (a  '7.)    / V"  '^"        =/>!?;     ,      '"'-  —  p^  q^    ,      '"''  . 


Infine   dalla  (5)  e  dalle  altre  due,  che  deduconsi  da  essa  ponendo  m  =  r ,  s ,  molti- 
plicate per  {rs)p„,,  (sm)p^,  {'iir)p^  e  sommate,  si  giunge  alla 

^^^  S'  («J  ^k  (.„,)  ^  g'  (a;)  )/k  (.0  ^  g'  (a^)  |//e  (.,) 

ed  analogamente  dalla  seconda  delle  (6),  moltiplicando  per  (r  s)  („,j^ ,  (5  w)  /,,  ,  (ni  r)  i^^ , 

e  sommando,  trovasi: 

e  cosi  l'altra  permutando  >.,  [/.. 

2.  Dalle  relazioni  superiori  e  da  quelle  dimostrate  al  Capitolo  II    si    deducono  i 
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valori  delle  quindici  funzioni  iperellittiche  per  gli  argcmenri  «,  +  «',,  «2  +  "2  espressi 
per  le  funzioni  degli  argon-;enti  m,  ,  u^  e  m',  ,  u[.  Le  quindici  espressioni  hanno  un 
denominatore  comune  ,  a  cui  possono  darsi  forme  differenti.  Ne  soggiungiamo  pel  mo- 
mento due,  composte  l'una  e  l'altra  di  funzioni  dispari.  Indicando  con  M  questo  de- 
nominatore, si  ha  : 

oppure,  per  la  (16)  del  Capitolo  II: 

Ciò  posto,  si  hanno  le  seguenti  formole  di  addizione  : 

,    (lu.yk(a  )  ,    O.m)  ,    Um) 


P^q^K.^1^^' 


nella  quale  m,  r,  s  possono  assumere  i  valori  o,  2,  4;  e  ).  ^  i,  (a  =  3.  Colle  stesse 

condizioni  si  hanno  per  le  funzioni  dispari  : 


=  PrP.qrs   +    ']r'].Prs    "    TT^  (P.,/'/.^ '/«r  ?«,+    ?«  ?XaP™ri'„.) 


(IO) 


(y-'OO^-OQ';.?»?™;.  +  hP^P^ù  —  {p^Px^qr,q„^  +  q^q;.^P,>P.,^)> 


t 

=  -  O'OO-OC^?.?.^  +  q^P.,P,.^-^PxP;.^q,A^'..  +  q:A:.^P,.P^x- 
Infine  le  altre  sei  funzioni  pari  (per  w  =  0,  2,  4;  >  =  i;  u-  =  3)  sono  date  dalle 
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=  -  j^  Kv-  "Oh  g-jr.  qrs  +  Px^  qx^P,..x  q,A  +  [(i^-  ><')P.,^  ?„„  +  P^  </,  />„,  ?  J  • 

3.  Fra  le  varie  conseguenze  che  si  possono  dedurre  da  queste  relazioni,  conside- 
riamo dapprima  i  valori  delle  espressioni  stesse  corrispondenri  a  ii\  =  w^^,  //  ==  co^_  ; 
oppure  a  u[  =  Wj^,  u[  ^^  w^^  e  così  per  le  altre  funzioni  complete.  Rammentando  le 
formole  (15)  del  Capitolo  precedente  e  le  relazioni  generali  del  Capitolo  II,  trovasi  che 
nel  primo  caso,  cioè  supponendo  //',  =  w__  ,  n[  =  w^, ,  si  ha  : 

p\.      ^p:X") 


M 


(oi)(i4)(23)-;.:.(o) 


(II) 


PoO'.  +  -..)  =  -  [(oi)(o2)j"|i  ,        />,(..  +  coj  ^  [(i4)(24)f  1^  , 
/'^O',  +-..)  =  [(!  3)  (23)f^, 
/'.(".  +  -..)='-[(02X23X24)f  I;;  ,       A(".  +  -J  =  -[(oiXi3)(i4)f  ^  , 
/'o.(«.  +  -.,)  =  -[(o2)(i3)(i4)f|^, 
/'o^O'.  +  <-J  =  -  [(oi)(o2)(i3)(23)f  1^  , 
P.(".  +  -.,)  =  -  [(oi)(o2)(i3)(i4)(23)(24)r  ;^  , 
/-.,(", +  -.,)  =  [(o=)(i3)(24)f^, 
]'..(».  + -,.)  =  -[(oi)(i3)(24)f^, 
h,(«.  +  -..)  =  [(n)(i4)(:^3)(^4)f|^^, 
P,(«.  +  "..)  =  [(«004)(23)r^, 
/'..0',  +  -..)  =  -[(o2)(i4)(23)f  j;^, 
P.o(«.  +  ".,)  =  -  [(01) (03) (14) (24)]" Ij;  , 
i'oX«.  +  -,.)  =  -[(oO(23)(24)f|^. 
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Da  queste  relazioni,  nelle  quali  si  è  scritto  per  brevità  ^(«,  -\-  (o_J  in  luogo  di 
PO',  4"  "il  '  "' ~f~ '^^i)'  ^'  deduce  la  proprietà  principale  delle  funzioni  iperellittiche. 
Sostituendo  infatti  in  ciascuna  di  esse  H_-j-to^,,  "^ -|- w^,  alle  ;/, ,  ti^,  trovasi  che 
tutte  quelle  funzioni  si  riproducono  collo  stesso  segno  o  con  segno  cambiato,  si  hanno 
cioè  le 

Po(",  +  2o^.)=;'„,      A  (",  +  2"..)  =  -;'.,      /'.(". +  2  o^.)  = -/',, 

Pi(",  +  2W.,)=/),,  P,(«,  +  2(0.,)=/.,, 

così  le  /!,, ,  /)^, ,  p,^ ,  p^^  si  riproducono  collo  stesso  segno,  e  le  p^^,  p,_^ ,  p^. ,  p,. , 
Pi^  '  P02  "^on  segno  cambiato.  Risulta  perciò  evidente  che,  se  in  quelle  funzioni  alle  m_  , 
11^  si  sostituiscono  /(.  -\-  4W,,,  /',  -|-  4'",,  ,  le  funzioni  stesse  si  riprodurranno  col  pro- 
prio segno. 

Nel  secondo  caso,  posto  u[  =:  co.,,  ii[  =:  to,^ ,  si  ottiene: 

M  = ^ =pM^ 

(03)  (14)  (25)       Plio)' 


(12) 


|/'>.  +  -..)  =  -[(05)(04)?  ^  ,       /'.(".+'<'.J  =  [(i3Xi4)(23)(24rf  f- 


(  P.,S".  +  -,J  =  -  [(03)(04)(i3)(i4)(23)(24)r  ;^ 

e  così  via.  Aggiungendo  in  queste  formole  ad  ».,  11^  nuovamente  le  to.^,  (o,^  giungesi 
a  dimostrare  che  le  sette   funzioni  iperellittiche  p^,  p^,  p^,  p^^,  /),,,  p.^,  p^,  si  ripro- 
ducono col  proprio  segno  e  le  altre  otto  con  segno  contrario. 
Infine  negli  ultimi  due  casi  si  hanno  : 

poXo)'  p:(o)' 

[     Po,(".  +  -,.)  =  [(02)(03)(04)(i2)(i3)(i4)f -^  , 
(13)  ^°' 

(  ^,(",  +  -„)  =  i7K)7;- 

Riassumendo  si  avrà  per  una  funzione  iperellittica  p  qualunque  : 

/i(»,  -|-  2»/,to..  -j~  2w,to,,  -\-  2w,to,,  -|-  2h;^w,^)  =  +/>(")> 

essendo  ;h,  ,  in^,  in,,  m    numeri  interi,  cioè  quelle  funzioni  sono  quadruplamente  pe- 
riodiche, pei  periodi  4(0..,  4(0^.;  410,^,  4<o,/,  ... 
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4.  Se  nelle  relazioni  (io)  si  mutano  u[,  u[  in  — ;<,',  — ;(',  e  si  moltiplicano  le 
nuove  relazioni  così  ottenute  per  le  corrispondenti  da  cui  derivano,  si  hanno  per  cia- 
scuna funzione  iperellittica  p  i  valori  di 

/'("  +  iOp(n  —  u'). 

Per  le  sei  funzioni  dispari  queste  espressioni  sono  molto  semplici,  essendo 

'\^i'.(''+''0^  («-''')=/':  oo-KO'')+^)ii':('')K.(''')-/':(''')/':,oo], 

(i4)( Mp.^  («  +  u%  («  -  u')=p:  (n)  -Pi  («')  - iill  [p'MPlX"')  -PlOOPlX")] > 

•*/^,0'+''0;',3(''-''0=;':,oo-p^(''0+-7^[K('OpK''0-i';(''0/':oo], 

e  potendosi  dedurre  le  altre  tre  dalla 

=p:sOO  -  piX'O  +  ^^^^l^^jipU'OpLi'O  -  piX'Opioo], 

nella  quale  r,  s,  m  rappresentano  o,  2,  4  e  k(a^  =  (a,  —  ",„)(a.  —  ^z,„)  • 

Il  tipo  delle  espressioni  analoghe  per  le  funzioni  pari  è  dato  dallo  stesso  denomi- 
natore M  sostituendo  nell'una  o  nell'altra  delle  due  forme  superiori  (9),  (9')  ai  qua- 
drati delle  funzioni  dispari  i  quadrati  delle  funzioni  che  costituiscono  una  delle  terne 
o  delle  quaderne  di  funzioni  iperellittiche  definite  al  Capitolo  II. 

Scegliendo,  per  esempio,  le  pl^,  />,,,  p^^^,  ossia  le  y'^Vh,  ^\^'}.'^,  it^'l/f^y,  ed  in- 
dicando con  e,  •/),  C  le  analoghe  quantità  per  gli  argomenti  u\,  u\,  trovasi  che  M  si 
esprime  linearmente  colle  quattro  funzioni  seguenti  : 

.      Y^r  ^V  +  f^  +  ^-r^, 

»■  =  «-■+:=  +  /■«■ +  -5' 

Quanto  ai  coefficienti  che  moltiplicano  queste  funzioni  X,  Y,  Z,  W,  il  loro  valore 
si  forma  coi  coefficienti  a,  b,  e  della  equazione  del  quarto  grado  (20)  del  Capitolo  II. 

Posto  

(16)        A  =  <z  +  )/a'  -  I  ,  i^  =  ^  +  \'b'  —  I  ,         V  =  e  4-  ]'c'  —  I  , 
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i  valori  (6)  dello   stesso    Capite 

(r-i)fr/-i)(v--0  ^^ 


nelle  quali  a,  'p,  v,  ^  hanno  i  valori  (6)  dello   stesso    Capitolo,    si    ha  per    M    il 
guente  valore  : 


(17)        { 

I     =  (),av  +  i):Y+  ().  +  p.v)  7+  (;.  +  v),)Z+  (v  +  A  a)  IF . 
Le  espressioni  per 

PA"  +  "')/'„("  -  "'),         P;.X"  +  "')A>("  —  "').         ^X"  +  "')^r("  -  "') 

si  formano  colle  stesse  funzioni  A',   }',  Z,   ir  e  di  più  anche  i  coefficienti  non  mutano 
che  di  posizione.  Così  si  ha  : 

.J8^   P.,("  +  »')P,„("-"')^0-  +  K-v)X+0-."-v  +  x)y+(v  +  ^-."-)^+(,'^  +  v>-)^ 
VfXaJ  (7.j,.v-|-i)X+0.  +  (Av)7+(..  +  v>)Z+(v  +  À[.)?r' 

ed  analogamente  per 

A,  ("    +    "')A.  ("    —    "')  Pj^rPl    -\-    "')Pt.rOi    —    "') 

si  otterranno  due  fr.izioni,  di  cui  il  denominatore  è  ancora    il   secondo  membro  della 
(17)  ed  i  numeratori  sono: 

(,,  +  .-,)  X+  (v  +  >,.)  y+  (),y.v  +  I)  Z  +  (/.  +  y.v)  IF, 
(v   +>..)  A- +  (-+).  v)y-LO,  +  ;.v)Z+0,av+i)/r. 

5.  Le  ultime  formole  del  precedente  paragrafo  conducono  a  quelle  per  la  molti- 
plicazione delle  funzioni  pari.  Supponendo  dapprima  in  esse  u\  =  »,  ,  ii[  =  11^ ,  ed  in- 
dicando per  brevità 

P  =  y'  +  e  '^^'^  >  Q  =  ^'  +  '-''v'  ,  /?  =  tC'=  4-  v=  -^ , 

le  espressioni  X,   Y,  Z,   W  diventano 

X  =  i  +  f  +  -.'  +  '^''  =  -  2{aP  +  h  Q  +  cR  +  2  ky-w)  , 

Y=2P,        Z^iQ,         [F=2R. 
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Per  questi  valori,  osservando  essere 

V  +  I  ^^^ V  —  I 

si  ottengono  facilmente  le  formole  di  duplicazione  : 

Pi!  \.'-'J  U.  V  A 

essendo 

iV  =  P  \'a'  —  I  4-  2  l'i'  —  I  +  R  V  e'  -  I  +  2  ^1^^  j^  I  i- V  ^ w  . 

Le  formole  di  duplicazione  per  le  funzioni  dispari  si  possono  dedurre  direttamente 
dalle  relazioni  (io). 

6.  Accenneremo  qui  ad  un'altra  formazione  delle  espressioni  (19),  della  quale 
si  vedrà  l'origine  più  avanti.  Introduciamo  tre  nuove  quantità  P,  q,  r  definite  daUe 
relazioni  : 

'     .  _  ^  +y'  —  i'  —  ^' 

(20)  (    '7o9  = 


I  —  r^ 

+  '.' 

— 

w^ 

1+/ 

-ì--.' 

+ 

IV^     ' 

I  -  .v^ 

—  -^ 

+ 

w^ 

nelle  quali 

^°-Lc--o(^-oJ'  ^°"L(v-i)(A-oJ'  '^°-Lo-i)(y--oJ 

sono  i  %-alori  di  p,  q,  r  per  u^  =  u^  =  0.  Ciò  posto,  le  p^  (2  u),  /)• .  (2  /(),  j^j,^  (2  u)  si 
esprimono  in  funzione  di  p,  q,  r  nel  modo  seguente  : 
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/'„,(o)  '^  —  K-^        I  +P'  +  ?'  +  '''    ' 

A.(2'0^>-!^-v  —  I      I  —  P'  +  ?'  -  >-' 

P^.(o)  V  —  Au.   ■    I  +  /  -I-  cf  +  r^    ' 

ma,  indicando  con  r^ ,  ;^^,  w^  i  valori  di  r,  ;;;,  w  corrispondenti  ad   ?(,  ^  u^^  o,  si 
hanno  le 

V   = ' —  ,  <"    = .  w   = —  : 

-'°  ll^.v    —    I    '  ^°  X[J.V  I    '  °  XfiV   I    ' 

quindi  saranno  : 


VoO'    (2") 


I   +  ^^  +  'i^  +  '■^ 


I                   /       ^            I   —  P'  —  9'  +  ''' 
w^.w  (2  il  )  ^ ,      ,    , — VH — r  , 

affatto  analoghe  alle  (20). 

Infine  le  p,  q,  r  soddisfano  ad  una  equazione  biquadratica  della  stessa  forma  della 
(20)  del  Capitolo  I,  cioè  : 

o  =  I  +  p^  +  ,;^  +  ;-  +  2  J  (p^  +  ,r  n  +  2  B  Of  +  r^f) 
+  2C(r^+p^r)  +  4A></r, 

ed  i  valori  dei   coefEcienti    A,  B,   C,  K  sono  le   seguenti   funzioni  dei   corrispondenti 
coefficienti  a,  h,  e,  k  : 

^  a  —  bc  „  b  —  ca  ^  e  —  ab 


Questi  valori  conducono  alle  relazioni  : 

r22^  ^^^^— '  ^  v~^^^^^  ^  yc^^i  ^  K_ 

^   ^  \'^^^^i      |/F^=^      ^T^^i       k  ■ 
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7.  Se  nella  forinola  (i8)  si  pone  u\  =  2h_  ,  u\  =  2  !(, ,  il  primo  membro  è  eguale 
^Pm\  }PmK.i   )  g  j^gj  valori  frs)  delle  X,   Y,  Z,   W  del  secondo   membro  le  ;,  v;,  Z, 

diventano  le  y(2iì),  x^{2u) ,  w  (2  »)  .  Si  otterranno  così  per  mezzo  delle  (19)  le 
formole  della  triplicazione.  Daremo  in  seguito  le  espressioni  di  queste  come  in  gene- 
rale di  quelle  per  la  moltiplicazione. 

Capitolo  Vili. 

Le  funzioni  theta  e  le  funzioni  sigma. 
Loro  sviluppo  in  serie. 

I.  Abbiamo  dimostrato  nell'ultima  parte  del  Capitolo  III  che  ciascuna  delle  quin- 
dici funzioni  iperellittiche  p, ,  p^,  può  esprimersi  mediante  il  rapporto  di  due  funzioni 
theta,  nel  modo  seguente  : 

essendo  C^,  C,,  due  costanti  rispetto  ad  h,  ,  u^  e  funzioni  dei  moduli  a^,  a^,  .  . .  a^. 
Si  è  inoltre  dimostrato  che  la  funzione  theta,  comune  denominatore  di  quei  rapporti, 
la  quale  denomineremo  funzione  theta  fondamentale,  è  definita  dalle  equazioni  (41) 
dello  stesso  Capitolo. 

Ora,  rammentando  i  valori  di /(x), /,  (j:),  f^^x),  ^,  (x),  ^,  (x)  dati  nel  Capi- 
tolo I,  si  ottengono  dalle  suddette  (41)  le  relazioni  seguenti  : 

/      aMoR0     ,        dMogtìX  ,  ,  ,      .-.  r       ^       \ 

('"»  -dtr  +  "°  dirlv^  )  =  'K-  «o  (-.  --.  +  ^  J  -  «.  (--.  +  -V.) , 

/      d'hgQ    ,        8Moge\  ,      ,        „    . 

\    '     d;(,  '  dii^du,  /  > 

\    "d/i^aH^     '      '      dui     /  '  ° 

nelle  quali  : 


(0 


0. 


(2) 


(^•.  -  ^-.^^ 


[.v;  -|-  .v;  -f  2  a;'  x^  -{-  2  -v,  x^ 
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Queste  relazioni  conducono  dapprima  alla 

(      r. ...  aMogtì       .  aMoge-j  .     r^  .„,  a^oge  ,  ^.  ,.-aMog(-»"i 

(3)  '''"^■^'^^^+-^^^'^a^J  +  ''°L^-^'^a^^:aT+^=«^TrJ 

(  =  (-:  -  -V,)  (;  -  ^g  4-  '«oi\  (0  +  "oS.  a) , 

essendo  ;  una  quantità  indeterminata.  Ponendo  e,  =^  a^ ,  a^,  ...  a^,  si  ottengono  i 
valori  di  i^o  '  i'i  »  •  •  •  P\  i^spressi  colle  derivate  seconde  della  funzione  theta  fondamen- 
tale, come  già  risulta  dalla  prima  delle  formole  (^'il)  del  Capitolo  IH. 

In  secondo  luogo,  osservando  che  il  quadrato  di  una  funzione  a  due  indici  p\^^  può 
così  esprimersi  : 

PU  =  5(x„  ^J  -  5(;,  .)  +  (;v.  +  xj;.  -  (;  +  .)x.x,, 

si  giunge  alla 

(,,,)[/,(-:)^v/,a)i;3,:]+/,w[/,(-:)i:3r:+/.0'-^i 

(4)  < 

Se  in  questa  per  ;,  r,  si  pongono  le  a^,  a^,  ...  a^,  si  hanno  per  i  quadrati  delle  dieci 
funzioni  iper ellittiche  a  due  indici  espressioni  analoghe  alle  (33)  del  Capitolo  III. 
Infine  da  quelle  stesse  relazioni  si  ottiene  la  seguente  : 

(  ;  a-iog  e  a-  log  e  a-  log  e 

(^)  I  ^-^^^   a»;   ^-^•^'>'^^'^^''a«.a«,  +  -^^^^^   a«: 

formola  della  quale  ci  serviremo  più  avanti. 

Se   nelle   formole    superiori    supponiamo  /_  (.v)  =  i  ,   ]\  (.v)  =  x ,    si   hanno   le 
seguenti  : 

1    Pi 

r     A^  Ino  n 

(•V.+.VJ: 


r°f-', 

Xj 

aMoge 
dui    - 

-( 

SULLA    TEORICA    DELLE    FUNZIONI    IPERELLITTICHE    DI    PRIMO    ORDINE.  4O5 

e  quindi,  per  u^  =  u^=^  o  ,  si  dedurranno  i  valori  : 

(7)  ( 

(  eF) [d^^Jr  "' "' '  Ho) \d<)r  ~  ^"'  +  "-^ ■ 

2.  Richiamando  la  equazione  (15)  del  Capitolo  IV  e  ponendo  in  essa 

si  ottiene  tosto  la 

e  G,„  —  tì__  G  =  o  , 
nella  quale  : 

-[;;oo|^  +  ./,(«,)/,(.05|;iV,+/ic.o|^]. 

e  G„,  si  deduce  da  G  mutando  tì  in  (■)„_ . 

Posto  G  =  £  0,  si  avrà  G^  =  £  6^_ ,  e  rimane  cosi  a  trovarsi  il  valore  di  E. 
Rammentando  le  equazioni  (18),  (19)  del  Capitolo  IV,  si  giunge  alla 

^ri'^ò  ('«o|^;  +  «0I7)  =  '«o  2:  +  kk  -  ('«„  q::  +  "o  k) 

ed  essendo  [equazioni  (42)  Capitolo  III] 

si  ha  il  valore  della  espressione 

3'  log  0  d^  log  0 


Se  ora  osservasi  essere 
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posto  per  brevità,  come  nel  Capitolo  IV  : 

■"^  '^  òli,       -^'     ^  d»    ' 


si  ottiene  dopo  alcune  facili  riduzioni  : 

'"-air  +  "^W^r"^'""^'  +  ""^'^  +  '^'^'  ~  ('""^  +  "°  ^) 

ma,  per  l'equazione  (3)  superiore  : 


d'T 


d^J'  2  5 log/) 


"dii^dii^  "dui         ~^'     dii 

per  le  quali  e  pel  valore  di  H^  [(5)  del  Capitolo  IV],  si  ha  : 

ed  in  essa  le   0[ ,  RI  hanno  i  valori  esposti    nello   stesso    Capitolo  IV.  Analogamente 
si  otterrebbe  pel  valore  ni   ^ \-  u,  -^ —  : 

'  dii,  'da,  V    ,  ^r    I      ,     rj> 


da  cui  : 

du,  ~'  '  da 


''^     .q;.        |J^  =  .*:. 


e  quindi  : 

nella  quale  C,  è  la  costante  di  integrazione,  e  P^  =^  Q[  u^  -\-  R'r^i  ^  ^^^  funzione 
quadratica  in  n^ ,  /;, .  La  equazione  (8)  condurrà  in  conseguenza  alla  seguente  equa- 
zione differenziale  per  la  funzione  0  fondamentale  : 

(9)         { 

■^  ^    "^  a  II     '      -"^  '^■'  -^  '■'du  OH     ^   ■'  ^^    •'  d  II 
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ed  è  evidente,  pel  modo  con  cui  si  giunse  ad  essa,  che  la  equazione  stessa  sussiste  per 
una  qualunque  delle  sedici  funzioni  theta.  Il  valore  della  costante  C^  si  ottiene  tosto 
ponendo  «,  =  m^  =  o  in  quella  equazione  ;  e  si  avrà  : 

/  ,-^    ^r  Pr    N  5  log  0(0) 


3.  Supporremo   in    seguito  J\(^x)=  i,   /^  (.v)  =:  .v  ;  in  questo    caso    dalla    equa- 
zione (9)  si  deducono  le  due  seguenti  : 

(") 

j      sr     31og0         sr     r    i      (       dloge         aiog0\ 

mentre  dalla  (io)  si  hanno: 

Z-     '        Z-       òa,  Z-    '    '       Z—    '       da^ 

Poniamo  ora,  per  una  funzione  theta  qualsivoglia,  sia  pari,  sia  dispari  : 

(12)  0  =  H.e^'' 1(^11^,  »J, 

in  cui  H  è  una  costante  a  determinarsi,  D  è  la  funzione  quadratica 

ed  i  coefScienti  costanti  D^,  Z), ,  D^  sono  pure  indeterminati. 

Supponiamo  che  i  coefficienti  D^,  D, ,  D^  soddisfino  alle  seguenti  condizioni  : 

\         ZL  da  '  '  Z-.  da^  '  Z-  da^ 

(13) 

[    ZL    '  da^         ^     °  Z-    '  èa^  '         Z-    'da, 

posto  inoltre 

(14)  l°ge|)  =  ^'' 
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le  due  equazioni  (ii)  si  trasformano  nelle 

dG  srdK  de 


•^r-    aG  V"  O  A  O'J 


le  quali  sussistono  per  una  qualsivoglia  delle  sedici  funzioni  sigma  corrispondenti  alle 
sedici  funzioni  theta. 

Distinguiamo  ora  i  due  casi  delle  funzioni  theta  pari  o  dispari.  Nel  primo  caso, 
supponendo  che  la  funzione  sigma  corrispondente  sia  per  «,  =  »^  ^  o  eguale  all'unità, 
si  avrà  dalla  relazione  (12)  che  H  è  eguale  alla  funzione  theta  che  si  considera  nella 
quale  sieno  h,  =;  ti^  =  o. 

Se  la  funzione  theta  che  si  considera  è  la  fondamentale,  si  hanno  per  la  (14) 

e  le  stesse  equazioni  si  verificano  per  le  altre  nove  funzioni  pari.  Infatti,  se,  per  e- 
sempio,  la  funzione  theta  considerata  è  la  0,„  (/t^  ,  «(  J,  queste  due  equazioni  equi- 
valgono alle 


Z-     da  Z—    '     da. 


de 

equazioni  l'una  e  l'altra  soddisfatte  dal  valore  di  j„,  (0)  trovato  nel  precedente  Capi- 
tolo. Ne  risulta  che  per  una  qualunque  delle  dieci  funzioni  sigma  corrispondenti  alle 
dieci  funzioni  theta  pari,  posto  : 


-("..'O^-^' 


4-fl  ©(«,,  ",) 


0(0)      ' 

la  funzione  <7(",,  «2)  soddisfa  alle  due  equazioni  ditferenziaU  del  primo  ordine: 
^  dG  a<7  ^       dG  i     (  de     ^         dc\ 

2:d7  =  -"'d^/        2:''rd7  =  T[>"'d7  +  "^d7j- 

Si  avrà  cioè  per  ciascuna  di  quelle  dieci  funzioni  sigma  : 

essendo  (f(_,  u^)^  una  forma  binaria  dell'ordine  r  pari.  E  se  indichiamo  con  s  (h,  ,  hJ 
una  qualsivoglia  di  queste  forme,  quella,  per  esempio,  di  ordine  «,  si  hanno  le 

Z-da  '  dti  A-    'da,         2    "^    '      '  d  », 
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La  forma  p(«, ,  m^),  d'ordine  n,  sarà  quindi  un  covariante  simultaneo  di  due 
forme  binarie,  di  cui  il  grado  del  coefficiente  di  /("  rispetto  alle  a^ ,  a^  ,  . . .  a^  è  e- 
guale   ad  —  .  Posto 

P  =  (Po.    P,.    •••    P„)(«,>    "J'> 

si  avranno  fra  i  coefficienti  p^,  p, ,  . . .  ,  analogamente  a  quanto  si  è  dimostrato  al  Ca- 
pitolo IV,  le  seguenti  relazioni  : 

/v~^Pn  vcfp,  ,         ,  v<5p„ 

K,^|?.^3i'p^,    y    |p,  =  iZijz^       ...     y.jA^^p. 

\  Z-    'da^        2  '^°'     Z-   '  da^  2       ^'  Z—    '  ò  a,        2^" 

Supponiamo  in  secondo  luogo  essere  dispari  la  funzione  0  che  si  considera.  In 
questo  caso,  posto 

la  relazione  (12)  dà: 

Sia  0|  (11^ ,  H^  la  funzione  theta  dispari,  essendo 

ed  OT  costante  ;  per  le  formole  (2)  del  Capitolo  VI  si  avranno  le  due  seguenti  : 
,«/;.  ^  =  a,  [(oi)(i2)  (i4)f ,  M  h.^^-  [(oi)(i2)  (I4)f; 

posto  quindi  /?,  =  —  a  ,  /;^  =  i  ,  si  avrà  : 

.^  =  -[(o0(i2)(ì4)f; 


ma  7)1  =  y  —  /'(^,)  :  quindi  : 

v-aA^  V-     SA'         I 

Z-da^  Z-    'èa^         2 

i  quali  valori  sostituiti  nelle  equazioni  (ij)  danno  per  questo  caso  le  seguenti  equazioni 
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differenziali  del  primo  ordine  : 
e  per  esse  sarà  : 

^  =  ".  —  '^  ".  +  (".  >  "J;  +  (",  >  "Js  +  •  •  •  ; 

ed  infine,  indicando  con  p(«,,  »,)  la  forma  binaria  d'ordine  n  dispari,  essa  dovrà  sod- 
disfare alle 

■c-5p  3p  "^^p  H—  I  d? 

Z—  d  a^  '  aii^  z_    '  d  fl,  2      '    '      '  d  k, 

cioè  la  forma  p  sarà  un    covariante   simultaneo,    nel   quale  il  coefficiente    di    /<"   è  del 

grado  rispetto  alle  a^,  a^,  ...  a^ . 

La  stessa  proprietà  vale  evidentemente  per  le  funzioni  sigma  corrispondenti  alle 
funzioni  iperellittiche  p. ,  p^,  ,  p  „>  Po2-  Dimostrasi  facilmente,  seguendo  il  metodo  in- 
dicato sopra,  che  per  la  funzione  u  corrispondente  alla  funzione  iperellittica  p^.  si  ha: 

cr  =  «_  +  (/(, ,  ?( J.  +  (/(, ,  hJj  +   •  ■  • , 

e  che  per  la  forma  p  d'ordine  11  si  hanno  le 

V— 5p  d  ?  K~      ^  ?         "  —  3i        ^P 

/-Ofl^  '  d  u^  Z—    'da^  2      '     '      'd«, 

Ciascuna  delle  forme  binarie  che  compongono  gli  sviluppi  in  serie  delle  sedici  funzioni 
sigma  è  quindi  un  covariante  simultaneo  di  due  forme  binarie,  e  siccome  i  coefficienti 
delle  prime  sono  funzioni  di  a^,  a^ ,  ...  a^,  queste  due  forme  risultano  dallo  spez- 
zamento in  due  fattori  della  forma  binaria 

f  =    11^  («^  ''o"i)  ("2  ^,  "1)  ("2  '^z",)  ("2  ''j"i)  ("2    ~   '^"l)> 

il  che  risulterà  più  chiaramente  dalle  equazioni  differenziali  del  secondo  ordine. 

4.  Si  indichino  con  L,  M,  N  i  tre  simboli  di  operazione 

L  =  Y'a'^,        M  =  Y'  (al-\-Jal)^  ,      A' =  V  (a^ -|- ^.7;  +  ^,a;)  ^  , 
Z-    '  d  a/  Z—^''       ''■'da/  Z—^'^       '    '^   '      "^   '■'  ò  a/ 

e  poniamo  : 
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^i  ^  ('^o  '\~  ^1  ~\~  "4)  '  /''  =  ^^'^4  ~t"  '^4'^o  ~\~  ^0^1'  Pi  ^^  —  ^o^i'^i  ' 

'],  =  —  0',  +  ^i) .      q.  =  '^  «i  ; 

dalla  relazione  (io),  rammentando  le  (7),  si  hanno  le  tre  seguenti: 

4  V  rj'  Q  =  4 1  [log  0  (o)]  —  y,  , 

4  J  (a;  +  A^al)  C,  =  4A/[log0(o)]  -  iq^, 

4  2[«  +  ^,«' +  ^.'^r)C,  =  4N[log0(o)]— ,".—/>,  (^^. 

Per  queste  relazioni  si  ottengono  dalla  (9)  le  tre  equazioni  differenziali  del  secondo 
ordine  seguenti  : 

4  L  (log©)  =  4L  [log  0(0)]  —  (;_  4-  3  A^ir  +  jy^ 

-  aiog0  ,       aioa0    ,     I   8'0 

^    '  "^    aii^  a  11^      '     0  d  ;/j 

2Af(log0)  =  2A/[log0(o)]  —  ?,  +  iA,A^  +   3^;)"!  +  ^4".".  +  ^i"a 

—  2An    ^^"g'^'  _  A  a    ^^°"®  +  —     ^'^ 

4A^(log0)  =  4  A^[log0(o)]  — i^— /),<7,-|-(^,^^4-4^,4)//J  +  4^5«,/(,  +  3^^»^ 
^    ,       d  log  0   ,       .  ^  .      .  d  log  0    ,      I    a'  0 

'     '      d»,  Vai  ,     jy      |5,(^         '       0    d  », 

le  quali  trasformate  per  mezzo  della  (12)  conducono  alle  tre  equazioni  ditìerenziali 
del  secondo  ordine,  alle  quali  deve  soddisfare  ciascuna  delle  sedici  funzioni  sigma.  Esse 
sono  : 

/  4  I  (.)  =  [D^  -  </.  -  4  L(A')]  ^  +  (I„<  +  2I.»./'.  +  4»D- 

-2{A^u^-  «0  1^  +  2  [D,  »,  +  (D,  -  ^,) /< J  1^  + 14  , 

2M(^)  =  [D,  —  q,~  2M(K)]'7  +  (^MX  +  2M,!t,»,  +  M,«!)<7 

1        LV  I  2/11  2       2J   ^^^^       1       L         O       1        I        ^         I  2/       -J^„^  dll^OH^ 

4  N(a)  =  [D„  —  p.—p,  q,  —  4N{K)]  <r  +  (iV„»;  +  2  iV,  k,  k,  +  iV,«D^ 
+  2[(D„-3^,)»,  +  Z),«j|^+2(^^«,-40|^  +  g, 
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nelle  quali  K  ha  il  valore  (14),  i  coefficienti  D^,  D,  ,  D^  devono  soddisfare  alle  (13), 
e  le  quantità  L^,  £_  ,  ...  hanno  i  valori  seguenti  : 


^o  =  3  ^4  —  2  ^,  £'0  +  ^;  -  2  !(£>„)  , 

I,  =D„4-£),£>,  —  2^,D,  -  2L(£),), 

L^  =J^-{-  2D,  -{-Dl  —  iA^D^  -  2L(DJ, 

Af„=  ^,  ^^  -I-  3  J^  -I-  Z)„D,  —  2  ^,D„  —  M(DJ  , 

A'/_  =  -1  [^^  +  £);  +  £)^  D^  —  3  ^,  D.  —  2  M  (D,)] , 

M,  =  J.  +  D,  D^  —  A^D^~  M{D;)  , 

iV,  =  2^j  +  £)„D,  —  4^.D, +  ^^D^  -  2 A- (£),), 
^^.  =  5  ^4  +  ^,  —  2  ^^j  I),  —  2  AXI» J  . 
Supponiamo  dapprima  essere  la  sigma  che  consideriamo  una  delle  dieci  pari  ;  sarà 


(18) 


essendo  e,  g,  1,  . . .  forme  bijiarie  d'ordine  2°,  4°,  6°,  ...  Sostituendo  nelle  tre  equa- 
zioni superiori,  si  hanno  per  la  determinazione  dei  coefficienti  di  e  le 


o  =  ^.-?,-4Ì(A')  + 


g^-2M(K)-{- 


du,du. 


d'e 


ossia,  posto  e  =  e^it'  -\-  2  e^  i',!'^  -j-  e^u^ ,  saranno 

.„  =  i  [4  A-(A')  +  ;'3  +/>.</,  -  D;\  ,  e,  =  i-[2.\/(À0  +  q,-  D,], 

Così  per  la  determinazione  dei  coefficienti  di  g  si  hanno  dalle  stesse  (17)  le  tre  rela- 
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zioni  quadratiche  : 

ALu)  =  —  2ee-\-  Lir-\-  2  Liiu^ -\-  Ljil  —  2(^,«,  — «J^ 
tv^y  1       t        Oli  1121        .2  VII  '■'  d  II 

+  2[D,>,  +  (D^-A,),.^-|^  +  ^^, 


(19) 


+  [D„H.  +  (D.-.0»j|l  + 


d  II  ^       dii^  dii^ 
^W  (,)  =  _  2e^e  +  AV/:+  2.V.».«,+  i\v'ì+  2[(D„-  3^^)„,  +  i),»J  |i- 

+  2M  «,- ^.  «,)!--  + ^, 
,  '       ^    -t    '  '    -^  d  11^         dir 

e  cosi  di  seguito  si  ottengono  per  mezzo  di  queste  formole  di  ricursione  i  valori  dei 
coefficienti  di  tutte  le  forme  binarie  delle  quali  componesi  lo  sviluppo  di  una  <'(i*,,  u^ 
pari.  Se  la  <j(iì,,  u^)  che  si  considera  corrisponde  alla  funzione  theta  fondamentale,  si 
hanno  L  (K)  =:  M  (A')  =  N  (K)  =  o  ;  se,  per  esempio,  corrisponde  alla  funzione 
*^o("i'  "2)'  ^'  hanno  le 

4  I  (A')  +  <7,  =  -  0^  +  a^)  ,  2  M (A)  +  q^  =  a^a^, 

4  A' (A')  -{-  p.-\-  p,q,  =  —  '^o'^^j  —  ^2^4 0^0  -{-",-{-  ^;)  ; 
e  perciò  i  valori  di  e^,  e^,  e^  superiori    nel  passare    dalla  'j(«,,  "J  fondamentale  alla 
ff^(w_,  uj  si  ottengono  dai  precedenti  colla  permutazione  di  a^,  a^  in  a^,  a^,  ed  ana- 
logamente per  le  altre  funzioni  sigma  pari. 

Ciò  posto,  consideriamo  più  specialmente  lo  sviluppo  della  funzione  sigma  fonda- 
mentale ;  ed  osserviamo  dapprima  che,  posto 

sono  soddisfatte  le  equazioni  di  condizione  (13).  I  coefficienti  e^,  l\,  e^  sono  in  questa 
ipotesi  eguali  a  zero,  cioè  la  funzione  ^(",,  ",)  fondamentale,  come  pure  le  altre  nove 
funzioni  pari,  possono  esprimersi  come  segue  : 

essendo  g  del  4°  ordine,  e  e,,  c^,  . . .  coefficienti  numerici.  In  questa  ipotesi  devono  per 
le  superiori  equazioni  (19)  essere 

L  =  Af, ,  L„  =  M.  =  N^ ,  M„  =  iV, , 


414  SULLA    TEORICA    DELLE    FUNZIONI    IPERELLITTICHE    DI    PRIMO    ORDINE. 

e,  posto  f  I  ^ ,  si  hanno  pei  coefficienti  deUa  forma  biquadratica 

i  seguenti  valori  : 

(20)        <  g,  =  <?,  g.  —  q,  g^ ,        g.^i.g.  —  q.g,, 

\  So  =   l.g.  —  ?.i^  +  il   —   g.g,  ■ 

La  forma  i''  e  tutte  le  altre  delle  quali  componesi  lo  sviluppo    della  sigma  fondamen- 
tale sono  covarianti  simultanei  delle  due  forme  cubiche 

(p  =:  u^  (11^  —  fl,  11^)  (/(,  —  a,  »,)  =  »,  ((/^  ir  -j-  q^  11^  u^  -}-  irj  , 

i  =  (»,  —  «o  ",)  (",  —  ",  «J  (",  —  a  »  J  =  p.  II]  -{-  p^  II'  li^  -\-  p^  ;(,  ti]  -["  "ì  > 

ed  analogamente  per  le  altre  nove  sigma  pari,    permutando  i  moduH  (7^ ,  a^  ,  ...  nel 
modo  sopra  indicato. 

5.  Il  sistema  dei  covarianti  e  degE  invarianti  simultanei  di  due  forme  binarie  cu- 
biche è  noto  *);  ma  non  lo  sono  del  pari  alcune  relazioni  fra  le  forme  del  sistema, 
relazioni  opportune  al  nostro  scopo.  Esponiamo  quindi  di  nuovo  questa  teoria  colla 
massima  brevità. 

Il  sistema  si  compone  di  26  forme  (come  quello  corrispondente  ad  una  forma 
del  sesto  ordine),  e  cioè  una  forma  biquadratica,  sei  cubiche,  sei  quadratiche,  sei  lineari 
e  sette  invarianti.  Indicheremo  con  d  ;  a,  b,  e  ;  ce,  ^,  y  h  forma  biquadratica  ed  i  sei 
covarianti  quadratici,  ossia,  adottando  l'ordinario  algoritmo  : 

.i  =  (9Ó),         a  =  i(9?X,         h  =  i?'^X,         c^^i^i^X; 

a  =  (iO,       P  =  (r<0.         Y  =  («0; 

le  sei  forme  cubiche  saranno  : 
le  sei  lineari  : 


*)  Clebsch,  Theorie  der  binàren  algebraischen  Formen  (Leipzig,  1872),  §  61. 


SULLA    TEORICA    DELLE    FUNZIONI    IPERELLITTICHE    DI    PRIMO    ORDINE. 


415 


ifine  gli  invarianti  : 

c..      e.,      t. 


K 


1  8'(Z 

2  du] 


d'-a 


la  relazione  : 


2   du^du^ 

/=  =  8  F  -  2 


Questi  invarianti  si  riducono  a  sette  per 


I  discriminanti  delle  forme  9,  i  sono,  salvo  un  coefficiente  numerico,  eguali  ad  y^,  C; 
ed  il  risultante  R  delle  forme  stesse  è  dato  dalla 

(21)  i?    =_(/.    +    3^ /Q; 

infine  gli  invarianti  ;',  ;  della  forma  biquadratica  d  hanno  i  valori  : 


r,        y  =  -^(/'+  10870: 


da  cui  la  nota  relazione  : 


R  =  108 


('-1^-) 


Fra  i  sei  covarianti  quadratici  hanno  luogo  varie  relazioni  osservabili.  Dapprima  quella 
che  risulta  dalla  loro  definizione,  cioè  la 

aoL  -\-  b'p  -\-  e;  ^^  o; 
poi  le  tre  : 

Ka  =  Ax-\-  G^^-\-F^(,       Kb=Gy.^B'p-\-  E'(,        A^c  =  Fa  +  £fi  +  Cy , 

dalle  quali,  osservando  essere 

A    G    F 

2is:^=       G    B    E 

F    E    C 

si  ottengono  quelle  che  esprimono  a,  (i,  y  in  funzione  Hneare  di  a,  b,  e.  Fra  le  a,  P,  y 
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sussiste  quindi  la  relazione  quadratica 

Aol'  -\-B'^'-{-  Cf  +  2  E'y;  +  2  Fya  +  2  Ga'^  =  o, 

ed  una  analoga  fra  le  a,  h,  e;  ossia  la 

A^a'  -{-By  ^  C^c'  -\-2EJ^c-\-  2F^ca-]-2G^ah  =  o, 

essendo   A^,  5, ,  ...  i  determinanti   minori   B  C  —  £'^  AC  —  F^  ...  del  determi- 
nante superiore.  Dalle  note  formole 

2  {a  b)  (ac)  =  ab  (a  r)^  +  a  e  (a  /-),  —  a'  (bc)^  —  he  (a  a), , 

2'(J^)  =  2bc(hc)^  -  b'(cc\  —  c'(bb),, 

si  ottengono  fra  i  quadrati  dei  covarianti  quadratici  le  sei  relazioni  : 

2|iy  =  £'rt'-)-^^''^  —  ^''^  —  Faè, 

2Ya  =  FP  —  Gbc-{-  Bca  —  Eab, 

2  ol'P  =  G c^  —  F bc  —  Bea  -\-  Cab  , 

2  0Ì'  =  2  Ebe  —  CF  —  Br  , 

2  p'  =  2  Fcrt  —  Ac""  —  Cfl% 

2f=  2Gab  —  Ba'  —Ah'; 
ed  essendo 

(a  a),  =  i-  J.  ,  ([^  :ì),  =  iB,,  irò.  =  i  C,  , 

si  avranno  le  due  relazioni  reciproche 

K'bc^E,ai'-j-A,'yf-  G,Y5c-F.a^, 

A''  rt^  =  2  Fjfi  y  —  C,  fi^  —  5,  y^ , 

ed  analogamente  le  altre  quattro.  Introducendo  ora  i  due  covarianti  lineari  X,  [a  si  hanno 

dapprima  le 

(22)  A' o  =  i^-y  -r^,         K'l=lx-  y. (^  , 
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dalle  quali,  essendo 
SI  deducono  le 

(?^)  =  -2T,         (?..)  =  -2!i;  (^>)=2^         (![.)  =  2a, 

e  da  queste,  per  la  (1  y.)  =  2  A' ,  si  ha  : 

(23)  A--f=2({i=-ay). 

Sia  /;  l'hessiano  della  forma  biquadratica  d,  ossia  h  =z~Qhi)^,  si  ottiene  da  quest'ul- 
tima la  relazione  : 

(24)  i2h  =  2jd  —  siy-  —  4ac). 

È  noto  che  l'hessiano  della  forma  biquadratica    ld-\~  inh,  nella  quale  /,  in   sono  co- 
stanti, ha  la  forma  seguente  : 

essendo  ;,  /  i  due  invarianti  di  d  trovati  sopra.  Se  poniamo 

/  =  /,  W=-I2, 

si  ha,  per  quei  valori  di  ;,  /,  che  l'hessiano  stesso  è  eguale  ad  ^  Rd  .    Di  qui  il  teo- 
rema: L'hessiano  della  forma 

(25)  Jd-I2h 

è  eguale  ad  -jRd. 

Se  dalle  tre  equazioni 

(?«X  =  o,         (<p/0,  =  — 1,         (?0.  =  f^ 

si  ricavano  i  valori  di  ^^^,  —  2<p_^,  f^^;  ed  analogamente  quelli  di  4* ,, ,  —  2<]/,^,  'l'^^; 
si  deducono  dai  medesimi  le  tre  relazioni  : 

4  K'a  =  B^r  -\-  C^ii.'—  2EI  [J. , 

zK'b  =  —  Gr  —  E^i>.'  +  (F  4-5,)>[A, 

4  A'^c  =  ^,  r  -j-  B,  [j.'  —  2  G,  À i>. , 
ossia,  posto 

F=  AV  —  4GVix-{-  GBru.'  —  4EliJ.'  -j-  C^'j.\ 

ed  osservando  essere 

B^  —  F^  =  KJ, 
si  hanno  le 

(26)  4K'a=V^^,        2K'b=V^^  —  KJ-k^.,        4K'c=F^,, 
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da  cui  : 

(27)  4  A'^ (a i..^  -\-hi>.l-ìrcr)=V—2KJ r u.' , 


essendosi  scritto    F,  per  ; ^—7-  e  cosi  per  F,,,   T. , . 

34   ài'   __       ^      _   '\ 


Analogamente,  se  indicasi  con    U  la  seconda  forma  biquadratica  in  >^,  [a,  cioè  : 


e  con  <I>  la 

4.  =  4A't/-/r, 
si  ottengono  le  relazioni  : 

(28)  8A''a=r  «!>,,,         8  A'^{i  =  —  <!>„,         8  if^Y  =  <!>„, 
dalle  quali  : 

(29)  8  A-=  (a  V  _  2  li  ).  j..  +  Y  I^-O  =  *  ,  64  A'^  (a  y  -  '^^  =  H , 

essendo  AT  =  4"  (*^  '^\  l'hessiano  di  <I>. 

Per  le  relazioni  (28),  le  precedenti  (22)  danno  : 

(30)  8A^'9  =  4>,,         8A'='|  =  a>, , 

,     ^          i    d<P      ^          I    5<I> 
essendo  <!>,=- ^r- ,  *,  == ^  . 

'        4    3  A        ^        4    d  [>!■ 
Dai  valori  di   [/  e  di   V  si  ottengono  facilmente  le  seguenti  formole  : 

A(rrX  =  2K'U  —  2KJF,^li>., 

{UV)^  =  KJU  —  \rV^\u.-  2KJV^lu., 

per  le  quali  si  ha  : 

(31)  //=4A-(F-2AV>>0, 
o  per  la  superiore  (27)  : 

H=  16K'  {a  ur  +  /;  i>.  1  +  e  )/)  , 

ed  anche  per  la  seconda  delle  (29)  : 

(32)  4(aY-'^0=.a|.^  +  /;aX  +  cV. 
Le  relazioni  (23),  (24)  conducono  così  alle 

32A'-J  =  -  H,         é.^'K'b^  i2K''P-\-  JH, 
da  cui  la  trasformata  della  (25)  : 
iii)  i6K^Ud-i2h)=^-{6K'<P-\-JH). 
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Da  queste  trasformazioni  ottenute  per  mezzo  dei  covarianti  lineari 

si  può  dedurre  anche  una  trasformazione  delle  equazioni  fondamentali  (6)  del  Capi- 
tolo I.  Infatti,  posto  nelle  medesime  1^  =  -^  ,  supponendo  /_  (.v)  ^  i  ,  /^  (.v)  =  x ,  ed 
indicando  con  /,  ni  i  covarianti  lineari  simultanei  delle  due  forme  cubiche 

?  =  ^,  (l.  —  'h  xd  il.  —  «^  ^,)  .         't-  =  (^.  -  ^,..  l,)  il.  —  "r  O  (^.  —  'h  O  . 
ossia  : 

si  ha  : 

essendo  <l>  la  funzione  biquadratica  superiore  nella  quale  siensi  sostituite  /,  m  a  a,  jx. 
Nelle  (6)  sopra  citate  si  potranno  così  sostituire  \,  a  ad  u^,  u^  e  gli  integrali,  coi 
convenienti  limiti,  saranno  : 

■1(1  dm  —  mdl)  r  ni  {Jdm--mM) 


iK 


,   r'IQdm  —  mdl)  rmQdm  —  n 


6.  Ritornando  ora  allo  sviluppo  in  serie  delle  funzioni  sigma,  e  quindi  alle  equa- 
zioni (20),  osserviamo  dapprima  che  il  risultante  delle  forme  cubiche  cp,  il»,  indicato 
sopra  con  R,  si  esprime  coi  coefficienti  della  forma  biquadratica  g  nel  modo  seguente: 

Denominando  per  ciò  con  k  l'hessiano  della  stessa  forma  g,  ossia  k  ^-^(g  g)^ ,  si  hanno 
dalle  (20)  le  seguenti  relazioni  : 

/  K  =  Sog2  —  g'==R  (i'j  1,  —P.  ?J  >       2  i-,  =  g^g.  —  g,  g,  =  R(ÌP,—p,  f/J , 

)  6  i,  =  g^g^  +2g,g.  —  Sgl=--  R(p^—p^q^-  3  q^)  , 

Da  esse  deducesi  il  valore  dell'invariante  quadratico  S  della  forma  g,  e  si  ha  : 

S=R(ÌP.-P,q.  +  3'1.)  =  -3RJ, 
essendo  /  l'invariante  simultaneo  (06).;  inoltre  trovasi 
T=-  R' 
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pel  valore  dell'invariante  cubico   T  di  ^  ;  infine  si  ha  : 

dove  (/,  come  sopra,  è  il  covariante  simultaneo  (^'y).  Ne  segue  che,  pel  teorema  sta- 
bilito nel  paragrafo  precedente,  sarà  : 

cr=3(/J_I2/;), 

la  quale  espressione  per  le  (23),  (24),  (32)  potrà  prendere  le  tre  forme: 

(35)  A'.  =  3  [3  K'ilf  -4ac)  -2j(!p^-  -  x-,-)], 

(    2  A-.  =  3  [é  A'(/;=  -  4^^^)  +  /(a./  +  />../,  +  cV)]  . 

Da  ultimo  trasformata  per  mezzo  dei  covarianti  lineari  /,  fj.  la  funzione  ^,  per  la  (^33), 

diventerà  : 

iGK'g—T, 
posto 

(36)  r  =  -3(6A-<i.  +  /H). 

Determinate  così  le  varie  espressioni  della  forma  biquadratica  g,  della  prima  forma 
cioè  che  incontrasi  nello  sviluppo  in  serie  della  sigma  fondamentale,  ed  analogamente 
di  una  qualunque  sigma  pari ,  supponiamo  che  x  r,  y  s,  ;^  <  (essendo  x,  v,  :^  tre  coef- 
ficienti numerici)  sieno  fra  le  varie  forme  dello  sviluppo  le  tre  degli  ordini  n  —  2 , 
71,  Il  -\-  2. 

Dalle  equazioni  (17),  dopo  aver  posto  per  D^,  D^ ,  D^  i  rispettivi  valori p^  +  p,  ?j , 
?2  >  ?i  '  ^'  ottengono  fra  le  forme  r,  s,  t  le  tre  seguenti  formole  ricorrenti  : 

,,,        )i(ì!  —  i)  i^,  vdi.i,  ^  ds    , 

(37)  (  +^[(P,  +  P,qù",-i^.-'L)".]§^  +  2t,,, 
.,.  ^       n(n  —  i)  I   r^     .  X  -y  às 

+  — (J  ;<,  -^./(,)|^4-r.,. 
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nelle  quali  : 

_     i     d' g  _  I  dU_ 

e  si  è  posto  : 

(38)  y=-jx("+  0  ("  +  2)         e  quindi         .v  =  ~y  («  -  l)«  . 

L'ulrima  delle  formole  superiori,  rammentando  che  la  forma  s  soddisfa  alle  equazioni 
differenziali  del  primo  ordine 

V—  5i-  ds  \--       ds  1/  ds     ,         ds  \ 

ed  osservando  che 

^  ^    >       '  Z_    '  d  a,  -t  Z_  d  d,  '  Z-  a^  d  a/ 

si  trasforma  nella  seguente  : 

{59)  -^  (s)  =  -  ^Y^  i^,  r  -  -  [(p,  +  i',  9,)  »,  +  <7,  «,]  ^7  4-  T  ^.".  aT;;  -  '..  ' 

indicando  con  r,  il  simbolo  di  operazione 
Sieno 

^  =  ('„, '.,  •••  o("..  ".r^ 

dalla  formola  ricorrente  (39)  si  ha  tosto  : 

,     ,  il  (n  —  0  «    ^       ,  V        ,      «      .  /   ^ 

(40)  'c  =  -        ,6     ^g.r^-  —  (P,+P.'h)^o+^^,^,~r>(sJ, 

per  la  quale  allorquando  sieno  noti  i  valori  di  r^,  5^,  s^  lo  è  pur  quello  di  1^  . 
Se  ora  rammentasi  che  la  forma  /  deve  soddisfare  alla 

e  quindi  sono 
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si  può  concludere  che  la  ricerca  delle  varie  forme  dello  sviluppo  in  serie  di  una  sig- 
ma pari  dipende  dalla  formola  ricorrente  (40).  Nel  fare  uso  della  quale  si  notino  le 
relazioni  : 

^,  =?.  +  '/..         ^.  =A+^/. +  P,7.>         ^,^P;+P,'].  +  P.<h, 

^,  =  P;1,+P.'].,         4=/'j'7.; 

y)(A,)  =  A^,        x{A^  =  A^A^  —  ^A.,        r,  (A.)  =  A^A^  —  4  A,A.  ,, 

■r,  (A)  ^  A,A^  —  sA^  A.  ,         r,  {A.)  =^  A^  —  2A.A.. 

Rappresentando  lo  sviluppo  in  serie  della  sigma  qui  considerata  colla  espressione 

nella  quale  /,  m,  n  ,  v,  ...  sono  forme  binarie  degli  ordini  6,  8,  io,  12,  ...  e 
U  n  =  1.2.3  •  •  •  "  ;  si  avrà  per  le  (38)  che  fra  i  coefficienti  numerici  /',,  h^,  .  .  .  sus- 
sistono le  relazioni  : 

p^  =  4  i_  ,         i,  =:  4  /)^ ,         Z?^  =  4  /;,  ,         ... 
e  siccome  si  è  trovato  essere 

K  I  ■    y       , 

—r—  = ,     e  quindi     /',  ^  —  2, 

II4  3.4    '         ^ 

ne  risulta  che  il  valore  del  coefficiente  numerico  /;  di  ciascuna  forma  f;,  l,  in,  ...  è 
uguale  a  —  2'~',  supposto  essere  i  l'ordine  della  forma  corrispondente. 

Sieno  ora  /^,  in^,  n^,  ...  i  coefficienti  della  più  alta  potenza  di  u^  nelle  forme 
/,  m,  )i,  ...  Se  nella  formola  ricorrente  (40)  poniamo  n  =  4,  saranno  r^  =  0,  s^^  g^, 
t^=z  1^  e  si  avrà  così  : 

(4O  ^o  =  -  2  (p.  +  p,  qò  g,  +  2  A^g^  -  r,  (ctJ  . 

Ricordando  le  relazioni  (20)  ed  osservando  essere 

(      i^.—p,S^-\-p.S;—pyg,^o, 
(42)  * 

'  'i.—prS,+P^S.—p;èi    =   0^ 

si  ottengono  le  seguenti  formule  : 

•fl  (O   =S'-p,g.=Pi  g,   -  P.  S;  .  ■<S~)=—  P.  '/■  S;   +    ^4  ^4  ' 


SULLA    TEORICA    DELLE    FUNZIONI    IPERELLITTICHE    DI    PRIMO    ORDINE.  423 

^  (i',)  =  -  i'.  '/■ .?,  +  ^,  *:.  +  2  ^.  g',  , 

•^  CO  =  -p.  '/■  .i^o  +  ^4  g^  +  3  ^s  .?.  , 
per  l'ultima  delle  quali  la  (41)  dà  : 

posto 

P  =  P.<I,  —  2p,  -  2p^q^  =  A,^  -  5(p,-{-p,q,). 

Da  questo  valore  di  J^  si  deducono  nel  modo  indicato  quelli  di  /, ,  /^ ,  .  .  .  e  quindi  quello 
della  forma  /,  che  esprimesi  per  mezzo  delle  forme  o,  A,  g  nel  modo   seguente  : 

(43)  '  =  -  i  [K?  gX  +  ?  (^  ,0.  +  3  .ì;  (?I).]  • 

Si  notino  fra  i  coefficienti  della  forma  l  e  quelli  delle  cp,  (j/  le  relazioni   analoghe   alle 
(20),  (42): 

',-'/.^  +  ?./„  =  o, 
h-p,i,+P.K-P,'.,  =  -iRp,,      K-P,K+Pj,-P,K  =  -rRp., 
h-pJ.,+PJ.-P;h  =  -iRp.,      i;-PJ,  +  pJ,-'P,h  =  -TR- 

Si  hanno  cosi  per  le  forme  g,  ì  : 

C??);  =  0,  (a-i).  =  0,  \ 

essendo  i?,  qui  come  sopra,  il  risultante  delle  forme  9,  il*- 

Per  ;;  =  6  si  dovranno  porre  nella  equazione  (40) :  r^  =  ?o  >  ^o^^h'  K^^  "*o  ^ 
si  avrà  : 

'«o  =  -  T .?:  -  3  (i',  +  P.  ?J  '0  +  3  ^,  ^  -  -^^  (O  • 

Il  valore  di  ri  (/J  si  ottiene  direttamente  da  quello  di  /^^ ,  osservando  essere 

y,  (P)  =  -  2^,  -  (/),  +  p^^^JP  _  4  J^^^  +  3  ^,9, , 
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e  che  per  le  (20),  (42)  sussistono  le  due  relazioni  : 

V.  .?o  —  (P;   +  P,  </ J  S,    +   ^4  S.  —   2^^g.   =   0, 
IrSo  —  ^.S,  +  {^A,—P,—P,qòs.  —  2Aj.-\-   2A.g^  =  0. 

Ottiensi  cosi  : 

•^  Co)  =  -2sl-J,ì^+2  AJ,  +  3  J^l^, 

il  quale  valore  sostituito  nella  formola  superiore  dà  : 

(44)  »'o  =  isl  +  PL-\-^J.-3^,h, 

e  quindi  la  forma  vi  dell'ordine  ottavo  è  uguale  ad 

(45)  '"  =  1?^  -  |['H?'X  +  ?(V).  +  3  Kr^l]  ■ 

Passando  alla  forma  seguente  del  decimo  ordine  ri,  devesi  calcolare  r,  (>h  J  e  quindi, 
oltre  •/)  (/J,  le  ■/)  (/,),  ti  (/ J  ed  analogamente  per  le  forme  ulteriori.  La  formola  ricor- 
rente (39)  adoperata  in  senso  inverso  al  precedente  agevola   questa  ricerca.    Da   essa, 

eguagliando  nei  due  membri  i  coefficienti  di  »"*%  u"*'  u^ ,  u'[  u\ ,  si  hanno  infatti  le 

■'■'  (^'-^  =  —  '^~Ìg^  f ^"  -  2) *° '■  +  ^ ^'' 'oJ  -  1" ^^=  +  ^'-  '^^^ '■  +  T ^^ '^  "  ^■ 

—  T  [?.  ^o   -   (i';   +  /'.  '7.)  ^,   +   ^,  ^  J  , 

/-    \  ("  —  2)  («  —  3)  n  —  2  I  "  /,.     I    .      N 

■^  (O  =  -  ^ 7^ go^^ —  g.  ^^--^gJo  —  ^(/',  +/>.  9.)  '. 

Se  in  queste  forniole  poniamo  h  =:  6,  e  quindi  r  =  ^^^  s  ^^  1,  /  =  w,  si  ottengono 
le  seguenti  : 

-.  (U  =  -tSI     -  3  {P,-\-p,lù'o  +  3  AJ,  -  "'o, 

-'  Oò  ^-Tg.s,  -3  0',  +  P, 'ìùK  +  3  ^./.  -  '«.  -  ^,^ . 

^  a)  =  -'iSog.  -3(P..  +  P.ldK  +  3  </,  -  '«,-  2^,-'.  +  i^o , 
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essendo  come  nelle  (34)  ^'0  =  ^0^?^ — g] ,  notando  la  sussistenza  delle  relazioni: 

Ciò  posto,  dalla  (44)  si  dedurranno  dapprima  i  valori  di  /«,  ,  tii^  ,  ■  ■  ■  ossia  : 
'«■  ^jgoS.  +  P'.  +  ^.K  —  3^>^' 

e  così  via;  poi  il  valore  di  •/)  QnJ,  che  sostituito  nella 

"o  =  -  T  i'o  'o  -  4  iP;  +  />,  'h)  1%  +  4  ^4  '«.  -  ■'■'  ("O  > 
la  quale  ottiensi  ponendo  n  =  8  nella  (40),  darà  : 

n^  =  1  gj^  4-   '-lA^ì;^J^p  ,n^  -j-  ^^  ,„_  _  3  J^  ,H^ , 
e  quindi  la  forma  del  decimo  ordine  n  eguale  ad 

«  =  l.d  +  ^/A-  -i[K?"0.  +  ?CJ^'«X  +  3  '»(?4')J  • 

Si  avranno  inoltre  le 

essendo  t  =  (o  ■!/),  come  sopra  ;  e  le 

'L    '«O    -      Oi     +    i'.    '/j    "'■     +     ^,    '«.     -     2    ^,    '«;     =     0    , 

</,  '».  —  (i'j  +  i',  9.)  '".  +  ^4  '«;  -  2  ^j  m^  =  T  (^  ^-o  +  ^,  ^\  —  3  ^s  '^'a  +  T  ^/^i)- 
Analogamente  si  ottiene  per  la  forma  v  del  dodicesimo  ordine  il  valore 

^  =  'i(g'  +  4  n  -  j  g  '«  +  21  /?  -  f  [i  (?  «), + ?  (^  «).  +  3  «  (?  -wj 

essendo  p  =  (g  /), . 

Le  forme  /,  in,  n,  v,  ...  si  possono  quindi  esprimere  come  la  g  in  funzione 
di  covarianti  simultanei  delle  forme  9,  i]^  ;  ed  il  modo  di  loro  formazione  è  determinato 
dalle  formole  ricorrenti  trovate  sopra. 
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La  funzione  sigma  pari  fin  qui  considerata  è  data  dalla 

^  "     '■'  (-J(o)       ' 

nella  quale  D  =  D^ii]  -\-  2  Z),  »,  ti^  -\-  D^  ii] ,  ed  i  coefficienti  D^,  D^,  D^  hanno  i  va- 
lori p.  -)-  /),  c]^ ,  q^ ,  (7, .  Ora  il  covariante  simultaneo  /»  ^  (9  'v)^  si  esprime  come  segue  : 

^'   =  i  [(3  ;>;   +    3  P:  '/.   -    2  P,  -/.)  "ì  +  (9  '/.   -  P.  '/,    -  i'J  ".  «.  +  (3  '/,  -^Pò  <]  . 

ossia  : 

i;  =  j  [(5  D„  —  2  ^.)  /<;  -I-  (io  D,  —  ^J  „_  u^  _|-  (5  D^  _  2  ^,)  ;<;J , 

dalla  quale  : 

^  =  f  ''  +  f  (^i  «I  +  T  ^a  «.  ».  +  ^,  «!)  • 
Se  quindi  definiamo  la  funzione  sigma  pari  colla 

H",."j-'^  0(0)    ' 

si  avrà  : 

K",..0  =  /"'C  +  TU-"  +  -I^'  +  -  ■)• 

7.  Questi  ultimi  valori  di  D^ ,  D, ,  £)^ ,  cioè  : 

(46)  £>„  =  f  ^. ,         D,  =  ^  ^, ,        £>,  =  f  ^, 

soddisfano  alle  condizioni  (13),  e  sussisteranno  quindi  pei  medesimi  le  relazioni  (15), 
(17)  fondamentali  per  una  qualsivoglia  delle  sedici  funzioni  sigma.  Adottando  questi 
valori,  le  espressioni  L^,  Z-, ,  ...  (iS)  si  possono  rappresentare  nel  seguente  modo.  In- 
dicando, come  sopra,  con  /  la  forma  binaria  in  «, ,  u^  del  sesto  ordine,  sia  S=  y(//)^ 
il  suo  covariante  di  quarto  ordine  e  di  secondo  grado,  ed  /  l'invariante  quadratico. 
Posto 

S  =  (^^,  ^,  ,  ...  S^)(h,,  H,y , 
si  trovano  le 

A'„  =  1 2  i5_^ ,  jY,  =  1 2  (\  ,  jY^  z=  1 2  ^^  -}"  7  /  > 

M^  =  12  J5, ,  ,\/_  =,  12  ,^5^  —  i  7  ,        M^  =  12  S. , 

I^=I2^,  +  |/,  L,    =I2Sj,  I,     =12^^. 

Supponiamo  ora  che  la  forma  /  del  sesto  ordine  sia  eguale  al  prodotto  di  una  quin- 
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cica  9  per  la  forma  lineare  p  ;  ponendo 

"•^tC??),-      i^=T(r?).,      i^-^C'P'X, 

si  hanno  le  relazioni  : 

(47)  ^  =  fa/,=  _i/c,  |/=_(a;,^)^,        ' 

e  quindi  le  qu.intiti  L^ ,  L^ ,  ...  saranno  espresse  per  coefficienti  di  covarianti  simul- 
tanei alla  quintica  cp  ed  alla  forma  lineare  p. 

Questo  caso  si  verifica  per  una  qualsivoglia  funzione  sigma  dispari.  Consideriamo 
infatti  la  funzione  sigma  corrispondente  alla  iperellittica  p^,  .  Si  avri  dalla  (12)  per 
l'indicata  funzione  sigma  : 

e  («,  ,  «J  =  e  -^ ^^  , 

ed  il  valore  di  H  per  l'ultima  delle  equazioni  (2)  del  Capitolo  VI  sarà  : 

é§)='[(oO(o3)(i2)(23)(i4)(34)r, 

e  quindi  per  la  (14)  : 

\-  d  K  \—      d  K         ì 

/'  ^ —  =  0  >  /'  ",  ^—  =  "^  . 

^—d  a,,  Z—    '  d  a^         2 

4L(A')  =  — ?. -2^,  ,  2M{K)^  —  q^  —  2A^,  4^'(^l=P,q,  —  èA^. 

Adottando  per  D^,  D^  ,  D^  i  valori  sopra  indicati,  e  rappresentando,  come  nel  para- 
grafo precedente,  con  xr,  y s,  :^t  tre  forme  consecutive  dello  sviluppo  di  sigma  degli 
ordini  «  —  2,  n,  n  -\-  2,  essendo  x,  y,  :i  coefficienti  numerici  che  soddisfano  le  rela- 
zioni (38),  le  equazioni  (17)  danno  le  seguenti: 


^w=^-^^V=^^(3^.  +  f/":)r  +  f^..-^K.,-«j,,_ 


d: 


(48) 


M(,)^3"("-i)/,^     j_;^,    \  ■^2i_         _^  a^ 

4  V  5        '  V  20     "  20  ^  ^    "    '       ^    '   '^  du^ 

^  ■'  8  \      "    '     5        V      '    20     '         20^        '    '         '   '■'du. 
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nelle  quali  /,,  =  -, — j ^7 — | ^  ^— j-  ,  ^,,  = v^  ,  ...  Per   la  sigma    dispari 

qui  considerata  si  avrà  quindi  : 

essendo  g,  1,  in,  n,  ...  forme  degli  ordini  3°,  5°,  7°,  ...  ed  i  coefEcienri  b^,  b. ,  ... 
dipenderanno  da  /',  per  le  /'^  z=  4  /;^ ,  b.=^^b^,  ... 

Ponendo  nelle  equazioni  differenziali  superiori  5  =:  »,  e  quindi  ;•  ^  0,  ;  = g, 

supposto  /',  =  — -,  saranno  L{s),  M (s),  A*(i)  eguali  a  zero,  e  si  otterranno  le 
^,,  =  ^,  K, -f- ^^"2  '  2^,j  ^  2  ^,  ;(, -j- 4  y/,  !(^ ,         ^22  =  2  J,  H,  -f-  IO  H,  , 

da  cui  : 

g  =  -^.  II]  -\-  3  A^h\u^  -\-  (>  A^  u^  u\  -\-  IO  ii\  ; 
cioè,  se 

r^  =1  A.  u\  -\-  A^  ii\  ;/,  +  Aji\  u\  -f-  A^  h\  ìi\  -\-  A^n^  ut  -\-  iil , 
sarà 

S=      I0?22     =      I0(?»D2» 

ossia  g  covariante  simultaneo  della  quintina  o  e  della  forma  lineare  ;<,  .  Determinau 
così  la  forma  g,  la  ricerca  delle  forme  l,  in,  n,  ...  può  farsi  dipendere  da  una  for- 
mola  ricorrente  analoga  a  quella  trovata  per  le  sigma  pari.  Premettiamo  che  per  le  (15) 
si  hanno  in  questo  caso  le 

v-5i  ds  V-       8i        n  —  5,        ès 

y  -^ —  =  —  "■  ^ —  )  /'  '^r  s —  = -s  +  ",  s —  ; 

^—da^  an^  ^—    '  d  a^  2  '        d;/, 

quindi,  supposto 

5  =  (.„,.,,    ...5„)(.W,,«X 

si  avranno  tra  i  coefficienti  s^,  s,  ,  ...  le  seguenti  relazioni  : 

(49) 

i  V~       8j„         x{n —  l")         ■<r—        òs,         3"—  5  V      5^-      « — 3 

l  Z_    '  èa.  2  "'    Z_    '  òa,  2         '  ^L-    'da,  2 


inoltre,  posto 
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l'ultima  delle  equazioni  differenziali  (48)  conduce  alla 

(50)  t„=  —  - — ^^ ^  r^  —  ^ ^  ^-  -^n  H ^  ^.  —  '1  (O  . 

\j   /  0  ^  00  20  ,  o    I      2      •*  '  ^  "■'  ' 

nella  quale  t^ ,  r^  sono  i  coeiEcienti  delle  più  alte  potenze  di  ;(,  nelle  forme  t,  r. 

Per  n-=^  i,  sono  :  r  =  —  ò^.<yii^,s^g,  /  =^  /  ;  quindi  osservando  essere  g^  =  A^, 
g,  =  A^  la  formola  superiore  dà  : 

l^  ^o^^  —  ±  A:-\-  \  A^A^  -  r,  (^,)  . 

Ora  7]  (yi.)  =  A^A^  —  ^{A^A.  ed  i  coefficienti  a^ ,  ìi^  delle  più  alte  potenze  di  /(,  nei 
covarianti  simultanei  a,  k  hanno  i  valori 

a   =-^(20  A  A  —SA  A  4-  3  A:) ,  k=-^CioA,A.-{-AA  —  A\), 

O  ^_^2      V.  1  >  2         4        I         J  ,>-    >  0  2.5'       ^  1,124  3^' 

e  per  la  (47):  ^o  ^^  ~"  "0 ~  ^'o  >  ^'  '^^"''^  "-^^^  • 

'0  =  5(7^-0+15^. 
e  quindi  la  forma  del  quinto  ordine  : 

'  =  5(7=^";+i5Ì-)«.- 

La  ricerca  dei  valori  delle  forme  m  ,  n  ,  ...  del  7°,  9" ,  . . .  ordine  riducesi  a  quella 
della  determinazione,  per  mezzo  della  formola  di  ricursione  (50),  dei  coefficienti  nu- 
merici dei  prodotti  o  delle  potenze  dei  vari  covarianti  simultanei  che  entrano  a  com- 
porre le  forme  stesse.  Infatti  queste  espressioni,  salvo  i  coefficienti  numerici,  si  possono 
stabilire  per  le  seguenti  loro  proprietà.  In  primo  luogo  essendo  esse  funzioni  di  cova- 
rianti simultanei  ad  una  forma  9  (quintica)  e  ad  una  forma  lineare  p  ^  ti^ ,  si  ha, 
come  è  noto,  che  le  medesime  espressioni  saranno  funzioni  degli  invarianti  di  9  e  dei 
coefficienti  di  'X  nello  sviluppo  di 

?(«,-/,;),,  u^  +  lp,) 

essendo  p  (",  ,  !<J  un  covariante  qualsivoglia  di  o  e  p  =z  p^u^  ~\~p2'^2- 

In  secondo  luogo  per  ciascuna  di  quelle  forme  ni,  n,  ...  s,  i,  ...  sono  determi- 
nati l'ordine,  il  grado  ed  il  peso  dei  vari  coefficienti  rispetto  ai  coefficienti  di  9.  Cosi 
per  la  forma  s,  l'ordine  essendo  it,  il  grado  è  ,  il  peso  del  coefficiente  di  u" 

è  — ,  come  risulta  dalle  (49). 
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Ciò  posto,  nella  l'orma  m  del  setrimo  ordine,  il  grado  rispetto  ai  coefficienti  di  9 
essendo  tre  ed  il  peso  di  m^  risultando  eguale  a  nove,  vedesi  facilmente  che  i  cova- 
rianti simultanei  i  quali  entrano  a  comporre  m  si  dovranno  dedurre  da  covarianti  della 
forma  9  che  soddisfino  a  quelle  condizioni. 

Ora  per  una  quintica  si  hanno,  come  è  noto,  tre  covarianti  di  terzo  grado,  ed  i 
medesimi  sono  degli  ordini  3°,  5°,  5°,  cioè  : 

^  =  (0.1,  y  =  foa),  s  =  (o/;). 

Il  primo  di  essi  soddisfa  alla  condizione  rispetto  al  peso  ;  dal  secondo  e  dal  terzo  si  de- 
ducono i  due  covarianti  simultanei  degli  ordini  4°,  6"  che  soddisfano  alla  medesima, 
cioè  : 

^.  ^        .    ,.  i'-  =  (Ti')  >        ''  =  (^P%  ■ 

bi  ha  qumdi  : 

'«  =  ^-o  Q^n  i?n  +  -V,  i^r')-,  P  +  [-V.  ^  {?P'l  +  -v,  -A-- fi]  f 
+  ^(Tp)r  +  ^(?^Xi'^ 

nella  quale  .v^ ,  .v, ,  ...  sono  coefficienti  nurrjerici.  Determinando  i  medesimi  per  mezzo 
della  tormola  di  ricursione  (50),  si  giunge  alla  seguente  espressione  di  m  : 

3,1  ,  ,     12967  ,    ,     lO.ii.iOT    ,       ,       4\5\?i 

4-/-y  31  jy 

ed  Xj  =  o. 

Seguendo  io  stesso  metodo  si  otterranno  le  espressioni  delle  forme  ulteriori  che 
compongono  lo  sviluppo  di  una  sigma  dispari. 

Notiamo  da  ultimo  che  dalle  formole  (7)  si  ottengono  le  seguenti  : 

supponendo  che  il  simbolo  N  indichi  la  somma  di  quelle  espressioni  per  le  dieci  theta 
pari  ;  le  equazioni  (46)  daranno  quindi  per  D^,  D,  ,  D^  i  valori  : 

(51)  ^o=—2.tìjp)\d7jj  '^'^T^2.0(^)(a;;>;);  ^'"^j^zj^Xdi?); 

8.  La  equazione  (9),  dalla  quale  si  sono  dedotte  le  proprietà  caratteristiche  degli 
sviluppi  in  serie  delle  sedici  funzioni  sigma,  conduce  anche,  convenientemente  trasfor- 
mata, ad  altre  proprietà  delle  stesse  funzioni. 
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Posto 


.00=^(C„<  +  2C..,«,+  C«:), 


nella  quale  co,   C^,  C,  ,  C,  hanno  i  valori  (13),  (14)  del  Capitolo  V,  e 

(-)00  =  '-"'"i'(")> 

essendo  ©  («)  la  theta  fondamentale  e  <1>  (;()  una  funzione  di  ;/,  ,  ii,  che  sarà  deter- 
minata più  avanti  ;  osservando  che,  per  le  relazioni  dimostrate  in  quello  stesso  Capi- 
tolo V,  si  ha  : 

4/'  O'O  1^  =  ^^  -  -^  [^^  (Co ".  +  e,  . J  +  R,  (C,  .,  +  C\  nj] 

la  equazione  (9),  nella  quale  si  è  supposto  /,  (.\)  ^  i  ,  ]\  (.v)  =  .v,  si  trasforma  nella 
seguente  : 

/„aioa<i.  ,  p  8ioga.\  ,     (à-r,   .      5r,  \/ elogi»  ,     aiogl'X 

Supponiamo  che  la  funzione  «I>  (//)  soddisfi  alla  equazione 

.   ,  ^,,  .ó<i>(o)     /a^i>\  ,       /  ó'*  \  I    ./^'i'\ 

si  avrà  per  l'equazione  (io): 

(53)  4 /'  C'^,)  c.  =  -  V  (^''  +  -  ^'  '''  +  ^^' '''^  ' 

e  la  equazione  difierenziale  superiore  riducesi  alla 

^('^')a^  =  -(2'à]7:  +  ^^a7;:)  +  (aT  +  ^^a^)fe  +  ''^a^) 


,    I  /a^«i>  ,         aM>     .    .a^tx 
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nella  quale,  per  le  forinole  (13)  del  Capitolo  FV,  sono 
Qr  =  g,  ('Z.)  "■  +  g.  M  «. . 

^.  =  K.?.(O  +  /'0O]",  +  «.s.(O''.- 

Si  indichino  con  w„,  (o,^,  ...  n,,,  n.^,  ...,  come  nel  Capitolo  V,  gli  integrali  com- 
pleti di  prima  e  di  seconda  specie;  e  per  mezzo  delle  formole  (8),  (9),  (13)  dello 
stesso    Capitolo   si  determinino    i    valori    delle    derivate    rispetto    ad    a,    dei    rapporti 

(•J      '        (0      '        w      '        w 

(55)  V,  =  ^(",  '•^..  -  ".'^J  .        '^'.  =  ^("a'-M  -".'O. 

si  ottengono  le  relazioni  seguenti  : 

,>r    N^"^.  (n^^-\     ,     D    5^'A     I     l^'"'     I         ^■''\i^"^\^^^'^'\ 

^^  ^'^'^ óiT  =  -  (2.  ^;  +  i?,  5^ )  +  (^TT  + '^^ 87^:)  iaT;;  +  ^' ali:)  • 

Posto  inoltre 


dalle  fbrmole  (15)  dello  stesso  Capitolo  V  si  hanno  le 

^^  ,  ar,,         ./ai',  ,     ai',\ /ai',  ,     dv\ 

^  ^  "^    da^  \du^     '      '  a»,  / 

Per  queste  cinque  formole,  indicando  con  v  (//^  ,  h,)  la  espressione 

nella  quale  «_  ,  u^  sono  coefficienti  numerici,  e  ponendo 
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si  ha  tosto  che  la  funzione  9  soddisfa  alla  seguente  equazione  differenziale  : 

,,.    ^  do  /  ^    do     ,n^?\r/^'i     I         d-n  \  /  do     ,         d"^  \ 

2/  O'r)  ^r^    =    —    (    Qr  V-    +    ^rV-  )    4"    (   "^^^ H    '\  ^S )        ^T^   4"    "r  "T^  ) 

.    1  /  d'o    .         a^9     .    ,  a=?\ 

'     2    \  dn;     '         '  d»,  d//^    '      '  5;r  / 
equazione  che  ha  l'identica  forma  della  (54).  Si  potrà  quindi  porre 

il  simbolo  di  sommatoria  estendendosi  a  tutti  i  valori  numerici  interi  di  ?/,  ,  n^  da 
—  00  a  -f-  00  .  Questo  valore  di  4>  soddisfa  evidentemente  la  condizione  (52)  e  la  fun- 
zione theta  fondamentale  si  svilupperà  in  conseguenza  in  una  serie  esponenziale  dop- 
piamente iniìnita 

(57)  <-)(«,,  ,0  =  <-''"" X'''^'^'"""'' 

o,  ponendo 

si  avrà  per  la  precedente  (56): 

(59)  «(».,  iO  =  '^^''"'^0'.,  o. 

essendo  le  u^ ,  u^  legate  alle  i\  ,  v^  dalle  relazioni  (55).  Dalla  espressione  superiore 
della  funzione  à  (i\  ,  v^)  si  ha  che  la  medesima  soddisfa  alle  tre  equazioni  differenziali  : 

^     ^       di']  ~  '^  "'  5~,,  '       d  i',  8  i'^  "^'^"12'        ^'^'2  ~'*"    8t^j  ' 

equazioni  le  quali  si  possono  altresì  dedurre  dalla  (54)  e  quindi  dalla  (9)  ;  ora  siccome 
quest'ultima  sussiste,  come  si  è  dimostrato,  per  una  qualsivoglia  delle   sedici    funzioni 
0  (tt, ,  K  J,  le  precedenti  avranno  luogo  per  le  sedici  corrispondenti  funzioni  3  (v^ ,  f  J; 
e  la  stessa  proprietà  varrà  per  la  (59). 
Posto  analogamente  alle  (51) 

„  _  I   TT-     I     /  ^'^  \  _  2i:i  v-31og3(o)_  2~i  81ogna(o) 
■'o--  IO  2_  :3(o)  V8r;  /,~     5     2.      8t„       "5  òt,, 

e  cosi  T, ,  T^;  le  sommatorie  od  il  simbolo  di  prodotto  estendendosi  alle  dieci  ;3  pari  ; 
dalla  equazione  (59)  deduconsi  le 
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■Oo  =  %  +  -^  (  ^o  <  -    2  r.  a)„  0,^,  +    r,  0^1)  , 

(61)  {     A=^  +  -j^[-r„co,,co.^+r.(co.,co„  +  co,,<u^,)_r,co„<oJ, 

D,  =  ^  +  — ^-(r„w;^  — 2r,a)„to,^-f  r,w^,); 

quindi,  indicando  con   T  la  forma  quadratica 

si  avrà  : 

D  =  2r,{u)+  T, 
ed  essendo 

sarà  per  la  (^9)  : 

(62)  5  (».  ,  «J  =  e  ^  j^     ^^  , 

la  quantità  costante  H  rimanendo  la  stessa  nelle  due  formole. 
La  relazione  (-)^),  per  la  (13)  del  Capitolo  V,  conduce  alla 

ossia 

4/'(0  C.  =  2/(0  -^^  +  4a;  +  2  J.a:  +  ^,a, . 

Sostituendo  in  questa  in  luogo  di  4/0z,)C,  il  valore  (io),  si  ha: 

d     (         ^(o)\ 

4/(«J  -^  y  log  -|7=-j  =  ^.  -I-  ;,_  ^^  -^  2  «,?,  +  a]q^  +  40';  +  2  .J,<r  +  ^,a,, 

nella  quale  si  è  scritto  3  (0)  in  luogo  di  0  (0)  e  le  /),  ,  9,  ,  ...  hanno  i  valori  usati 
nello   sviluppo   in  serie  delle  sigma    pari.    Ponendo  r  =  0,  i,  ...  4,  si  ottengono  le 

seguenti  : 


d  (.     =(o)\        1,1  a  /,     z{d)\        1 


ed  analoghe,  le  quali  dimostrano  essere 

(63)  Ko)  =  »'l^[(i3)(o2)(24)(4o)r, 
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dove  m  è  un  coefficiente  costante  rispetto  alle  a^,  a^,  ...  I  valori  corrispondenti  per 
le  altre  nove  theta  pari  si  dedurranno  dal  superiore  colle  indicate  permutazioni  delle 
a^,  flj ,  ...  a^;  per  ciò  denominando  A  il  discriminante  di  /  od  il  prodotto  dei  qua- 
drati delle  differenze  delle  radici  a^,  a^  .  ...  (T^  ,  si  avrà  : 

11  3(0)  =  w'"(o' A~. 

I  valori  superiori  dei  coefficienti   T^,   T^  ,   T^  diventano  cosi  : 

j.  ri  8IogA  „   77  i  d  log  A  izi  3  log  A 

°         5      5t_,    '  '        IO    dr^j    '  ^         5     d~j^ 

Notiamo  che  per  i  valori  (14),  Capitolo  V,  di  Q,   C, ,  C, ,  si  hanno  le 

Cq  Wjj  -f-  C",(a^j  =  (uYiji  ,  C,(Oj_  -|-  C^tOj,  =  (>)■/),, , 

e  per  queste  dalle  (éi)  si  dedurranno  le  quattro  seguenti  : 


(64) 


Ora  si  è  dimostrato  che  le  'i,,, 'i^,;  "l,j,  ^1^2  sono  i  valori  delle  derivate  della  0(m_  u,) 
fondamentale  [equazioni  (41)  del  Capitolo  III],  nelle  quali  derivate  si  pongano  <o,, , 
ojjj  ;  ti)|j ,  0)^^  in  luogo  di  u^  ,  11^  ;  quindi  indicando  con 

<^'("i  '  "2)'         '^"("1  >  "2) 

le  derivate  della  a  («^ ,  w^)  fondamentale  rispetto  ad  11^  e  ad  u^ ,  si  avrà  che  le  quat- 
tro espressioni  superiori  sono  ordinatamente  eguali  alle 


Do''. 

,    -    D,(0 

4(0    ^    -    - 

-  r^(. 

o> 

D^co, 

,  -D^m 

4(0^°    - 

—  T,t 

\.)> 

^0",: 

,  —  £),  (0 

4(0    ^    '    - 

1  -  ^.^ 

0, 

^.f-.: 

,-D^io 

4(0^-    ■- 

—  r,o 

'..)• 

(65) 


(7((0_j,    (O^J      '  <?  (W„  ,    ''J,,)      '  <^("i2>    "22)     '  *^  ("12  >    ^^22) 

9.  Dalla  espressione  (58)  delia  funzione  3(1',,  v^),  indicando    con   a,  [i  due  nu- 
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meri  interi,  si  ottengono  le  note  relazioni  : 

(66)  <       =  (v,  +  y-  -„  ,  i\-\-  ^  -,  J  =  r""""'""'"'  3  (r, ,  vj , 

Ora  dalle  (55)  si  hanno  per  h,  ,  u^;  i\  ,  v^  i  seguenti  corrispondènti  valori: 


2w, 

(67) 

I  ,  0  , 

O  ,  I  , 

quindi  la  (62),  per  la  sigma  fondamentale,  conduce  alla 

(^S)  n  (11  ^-\- 210^^,  u^-\- 2(0^^)  =  e"  '    <?(«,,",), 

nella  quale  : 

s=r„(2t.,  +  i)  +  2r.i.,. 

Sostituendo  in  quest'ultima  espressione  per  t\  ,  v^  i  valori  (55),  e    ricordando   le  re- 
lazioni (64),  (65),  trovasi  : 

la  quale  per  la  sua  forma   dimostra   subito    quali    sarebbero  i  valori  di 

n  (11^  -\-  2  oi^^ ,  u^-{-  2  oj^J,     .  .  . 

Se    nella    superiore    (68)    supponiam.o    h,  =  «^  =  0,    essendo    con  e  si  è  dimostrato 
(7(0)  =  I,  si  ha: 

<7  (2  i<ìjj ,  2  w^,)  =  e    "   °  , 

ed  analogamente  per  le  altre  espressioni  della  stessa  specie. 

Le  sedici  funzioni  s(i\,  vj  si  deducono  dalla  (58)  sostituendo   nella  medesima 

a  V,  ,  V    le  t',  -1 ,  V,  -\ 5  e  ad  n, ,  n,  le  «,  +  -^  ,  «,  +  —  ,  supposto  /;, ,  h,  ; 

g,  ,  g^  numeri  congruenti  all'unità  od  allo  zero,  mod.  2.  Indicheremo  con 


\h.  hr"''^'^ 
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la  funzione  generale  cosi  ottenuta,   osservando  che  essa   ricavasi  dalla  à  (f,  ,  t;J  fon- 
damentale colla  operazione 


^...^. 

'"Gfe,.,>(.^  +  -^' -"  +  «■-"  +  ''' 

posto 

Gfc.s.)  =;■['■■-"■- •^'■""- 

^.+ 


?■  ■^2,-\-g.  -r..  +  h, 


)- 


Se  quindi  si  introducono  le  seguenti    notazioni    corrispondenti    ai  valori    che  possono 
assumere  gli  elementi  della  caratteristica 

I  '\  ^\  I 

looT^''^'    |i  ir°^'^'   ii  o\"-^'^'  \-  ,1-34(0. 
|:°|^o.(o;  |;:|^.(o;  lloh"^^^'^^  i::ì^^(^)^ 

i::l^.(o;  l:;l^.ow;  i::|^.c^);  i::i^,(o; 

\Vo\^^^^^y^  \\\W^y'  Wo^'^y^  \l\W^^ 

e  poniamo 

G(i,  i)=G„,        GCi,  o)=G, ,        G(o,  i)=G,; 

si  dedurranno  dalla  generale  superiore  le  quindici  relazioni  seguenti,  nelle  quali,  come 
sopra,  scriviamo  per  brevità  is  (f  )  in  luogo  di  3  (v, ,  v^  : 


o  o 

0  I 

1  0 
O  I 

O  I 

0  I 

1  I 

O  I 
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(69) 


-o,(tO  = 

G,  3  (i 

-,(0  = 

i  G,  :3  (x 

-0.00  = 

iG,:,(l 

à,(tO  = 

G,  3  (i 

^eo  = 

G.^(-^ 

^oC0  = 

i  G,  3  (  I 

-03(0  = 

G^^/i 

^(0  = 

I  G^  à  (  1 

=,(r)- 

G„  à  (i 

^.,W  = 

-G„i(t 

^3(-0  = 

iG/3   (l 

-^,(0  = 

/G„3  (i. 

■  ^     2     '  ^  ^     2    / 


+  1 


^,.4-1^ 


2      '     '  '    2  / 


,+ 


,+^,.+ 


2 


9' 


^.+ 


^,.  +  ^..    +1 


Esse  sono  disposte  per  modo  da  mostrare  facilmente  come  si  passi  dall'una  all'altra 
funzione  si  coll'aggiunta  agli  argomenti  i\  ,  v,  dei  mezzi  periodi  -^ ,  y,  y'^ii)7'^12> 
4-T,,  .  Indicando  quindi,   per  esempio,  con  a  (f),  p  (i'),  '{(i')  i  rapporti 


a(-0 


5>) 


^tO 


iw 
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si  onerrebbero  le 

4^'.-h'-,v.+^)=-h'  '^^+-.^'^-i--ì="4^'  Y^+-,-,+-ì=^-^. 

4,,+i,,).xa,    .(.+i..)=4o'     H^'+^-'^^. 

,(.,,,,^.1).^,   .(-'■^+^)-Ì].   H-^-+i)=7è)' 

e  queste,  colle  altre  della  stessa  specie,  poste  a  confronto  colle  (11)  e  seguenti  del 
Capitolo  VII,  dimostrano  che  gli  indici  delle  funzioni  ;3(i')  si  riproducono  nelle  cor- 
rispondenti funzioni  iperellittiche  P(m). 

Cosi  le  altre  quindici  funzioni  sigma  si  possono  ottenere  dalla  fondamentale  colla 
opportuna  aggiunta  di  mezzi  periodi  alle  u, ,  m^  ;  e  si  avrà,  per  esempio  : 

'-  ^"'  '   "^^  ^  '  T(a>.;,coJ  ' 

nelle  quali  p,,  ,  p^,  ;  p,^ ,  p^^  sono  ordinatamente  le  espressioni  (64)  o  (65). 


Capitolo  IX. 
Relazioni  fra  le  funzioni  iperellittiche  e  le  funzioni  theta  e  sigma. 

I.  Indicando  con  e,  c^,  c^^  i  valori  della  s(v)  fondam.entale  e  delle  funzioni  pari 
•'rW»  ^rX'^O'  corrispondenti  a  v,  =:  u^  =  o,  si  otterranno  analogamente  alla  (63)  del 
Capitolo  precedente  le  espressioni  : 
I 


(0 


r=/»l'co[(i3)(o2)(24)(4o)] 
r„  =  «|^[(24)(i3)(3o)(oi)]" 
r,  =  ml';:;[(40)(i3)(32)(2i)] 
f,  =  '«l'^[(02)(i3)(34)(4i)] 


«1^- [(23)  (01)  (14)  (40)] 
«1'^ [(34)  («0(1 2)  (20)] 
w^  [(01)  (23)  (34)  (42)]' 
ml/^  [(12)  (03)  (34)  (40)] 
ml/^  [(14)  (02)  (23)  (30)]" 


c^„=w|w[(03)(i2)(24)(4i)] 
nelle  quali  m  è  un  coefficiente  costante  che  sarà  determinato  più  avanti. 
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Posto 

fA=-^,        i\^-=^,        '^=T'' 

le  espressioni  stesse  si  possono  porre  sotto  questa  semplice  forma  : 


1=  £|').fj.v  —  I,    c^  =  1 1' A  —  o.  V  ,    f_^  =  sY'j,  —  v/.,    c.^  =  £  |/v  —  ■).  a , 

La  quantità  s  è  data  dalla  

e  —      "^     t/  '  r  [Q 

essendo  r  la  stessa  quantità  che  figura  nelle  formole  (24)  del  Capitolo  III. 

Le  /,  y.,  V  hanno  altresì  una  significazione  speciale  della  quale  ci  occuperemo  in 
seguito.  Indicando  con  A,  come  nel  Capitolo  precedente,  la  espressione 

si  avrà  : 

ne  =  m'°oi^\^  ; 

inoltre  indicando  per  brevità  con  p  la  espressione 

f  =  m\^>  .ne'  , 
si  otterranno  le 

(    f(oi)  =  c^c',cJ,,     p(02)  =  c'c',c:^,     ?(.os)  =  clcl.cl.,     ?(o4)  =  '.-'f^c;,, 
(3)     j     ?(i2)  =  c^c:,c.\,     ?iiì)  =  clclcl,        ?(i4)  =  f;4f!,,     p(23)  =  ^^foi<;, 

(  P  (24)    =    C'C  ^o;   ,       ?  (34)    =    <^oj  e,   ■ 

Eliminando  dalle  dieci  relazioni  superiori  le  £,  ).,  a,  v,  si  otterranno  sei  relazioni  fra 
le  dieci  quantità  e,  c^ ,  ...  ;  ossia  sei  fra  esse  potranno  esprimersi  in  funzione  delle 
altre  quattro. 

Per  le  dieci  funzioni  pari  la  ()^)  dà  : 

e  (0,  o)  =  3  (o,  o) , 

mentre  per  le  sei  dispari  si  hanno  le 
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1"  (^)o"  di')»"-  +  (1^)0"^'  ' 


Ora,  per  quanto  si  è  dimostrato  al  Capitolo  precedente,  i  valori  delle  dodici  derivate 
parziali  rispetto  ad  u^  ,  u^  delle  sei  funzioni  0(m)  dispari,  per  /(,  =:  u^  =  o,  si  pos- 
sono rappresentare  come  segue  : 


(4) 


in  \'Z.  (7,  aJ 
m  l'co.rt  A^ 


50. 


m  yoì.  A? , 


m  fo).  \l , 


ì/t: 


m  l'w.  a  A« 


m  l'uj.  AS  , 


nelle  quali  A,  come  sopra,  è  il  discriminante  di  /,  ossia  il  prodotto  dei  quadrati  delle 
differenze  delle  a_^,  a^  ,  .  .  . ,  e  A^  è  il  prodotto  analogo  esclusa  la  radice  a^,  e  perciò: 


Vi-  i)7'0^) 

Si  avranno  così  le  dieci  relazioni  aventi  la  forma  delle  seguenti  : 

dalle  quali,  per  le  (15)  del  Capitolo  V,  si  deducono  le 
16  ureo'  ,T,/r7r^  5t^,        /  d^X 


(6) 


1 6  ;h' 


da. 


«Rioscai,  tomo  II. 
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e  le  analoghe.  Le  quantità  ^^,  A, ,  ...  si  possono  esprimere  in  funzione  delie  e,  c^ 
per  le  relazioni  : 


l/w'w'nc^  V'w'o^'nc'  ym^to^uc' 

(7) 


A8   —   '"     "     »        ,  A8 


Indicando  ora  con  [r,  s]  la  espressione 

le  equazioni  (5)  danno  : 

[i,   i3]=4m^a>=A"^4'  \-S,   1 3]  =  4  »'^  ^^^ -^^ ^T. 

ed  analoghe,  0  le 

[04,   3]  =  4  m'""'  (12)  A^aY,         [i,  04]  =  4  m'o/  (23)  A8  As  , 
e  simili  ;  e  quindi  per  le  relazioni  (3)  e  pei  valori  di  A,  A^ ,  ...  si  avranno  le  seguenti  : 

[i>  i3]  =  ^f^'././M.  [3,  i3]=^^SoV;4'  [i>3]  =  -^ffoC/.. 

[24,  i3]  =  -^^f/o/c;>       [40,  i3]  =  ^c/o'^./.j,       [02,  i3]  =  -;^^of/,,c,j, 

(8)    (        [3,   24]  =  -^  fofoj^,/.4  '  [4O'   3]  =  ^  ^a^o,'^4/.i  '  [02,   3]  =  -;^  ^/.o^./h  ' 

[i,  24]i=^,c  e  e   e  [i>  4o]=--c,i:.,c,,c„,        [02,  i]  =  A  f/.o'^.j'^w» 

[04,  02]  =;^CC  C  ,C  .  ,  [24,  04l=-i^CC  C,/„  ,  [24,  02]  =  -^ff  f,,C,,  . 

J  j,j2  o    01     0,    '  L      -T»         TJ  j,j2  4    41     4;    >  L      T  J  „j  2    21     23 

Ciò  posto,  siccome  una  qualsivoglia  delle  quindici  funzioni   iperellittiche  p^  (»),  ^„  (m) 
si  esprime,  per  quanto  si  è  dimostrato  al  Capitolo  HI  ed  al  precedente,  come  segue: 
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essendo  le  C  costanti;  i  valori  delle  medesime,  per  le  funzioni  pari,  sono  date  dalle 
e  per  le  funzioni  dispari  dalla 

ed  analoghe.  Ora  i  valori  di  p^  (o),  (  ^  )  ,  •  •  •  furono  determinati  al  Capitolo  VI 
colle  formole  (i),  (2);  quindi  le  relazioni  fra  le  funzioni  iperellittiche  e  le  theta  sono 
completamente  stabilite. 

Così  per  una  qualsivoglia  funzione  iperellittica  pari  si  avrà  : 


PrQO   =   PXo)i^ 


e  per  una  funzione  dispari 


p^  (u)  =  (     y  ^  ^  )   ^^      ad  eccezione  di      />,,(")=  (     V         1   ^N 


2.  Le  relazioni  quadratiche  e  dei  gradi  superiori,  delle  quali  si  è  dimostrata  la  sus- 
sistenza nel  Capitolo  li  fra  le  funzioni  iperellittiche,  condurranno  ad  altrettante  fra  le 
funzioni  theta  o  fra  le  funzioni  sigma.  Sceglieremo  fra  queste  le  più  importanti  per 
le  loro  applicazioni.  Dapprima  quelle  corrispondenti  alle  (8),  (9),  (io)  di  quel  Capi- 
tolo, cioè  le 

/  z,  à".  =  3'  4"  y-  ^  ^o  +  y-  ^?-  +  ^  ='•  )      ^^'  ^=  ^'^  +  ^  ^o  "h  ^  ^  ^12  4"  "  ^'4  > 

Lisi   =  y.  13"  -\- V  :3l -\-  z'^  -\-  [J.  V  Jj^  ,  M  :j^,  =  V  X  3'  -f-  V  ^o  +  ='12  +  ^  ^u  > 

L^l   =  V  i^  -(-  [;.  3^  -["  i"-  ^  ^?2  +  -^ i4  '  ^^l   =  '^  ^^  +  "^  ^  =^0  +  ^  ^12  +  ^34  ' 

Nz]  =>.3^  + 3^  +  7.a3;^  +  u.-3;^, 

ATi^, -a3^  +  Xix3;  +  3;^-f  X3^^, 

N3\     =   X  [;.  3'   -j-    [A  3^  +   X  3'^  -\-   3j^  , 


(9) 


(^^<  =  - 

-^;"+^c-^  +  c^; 

c'j" 

(10)     r^s;  = 

ci  s]  —  ci  ;3j,  -J-  cl^  ;j! 

e'- 

\    e'  3^^  = 

c^^,  ='  +  c^  ir',  —  C^\  3j 

c'j' 

e  quindi  la 
(II) 

=:  +  -;3  +  ^: 

=^^1^ 
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nelle  quali  si  è  scritto  per  brevità  2;  in  luogo  di  s  (i'),  e  le  L,  M,  N  hanno  i  valori  : 

I  =  (i  -  ..^"^(i  -  v=f ,     M  =  (I  -  v'f  (I  _ vy,     A'  =  (I  -  vy  (I  -  a'f, 

e  le  /,  fi,  V  i  valori  superiori.  In  ciascun  grappe^  le  ultime  tre  si  deducono  dalia  prima 
sosàcuendo  a  v,  ,  v,  le  r,  -\-  ~  ,  v^  +  7  ;  ^',  +  t  '  '^2  y  '^'i  >  "^'2  +  T  • 

Da  queste  si  deducono  le  relazioni  quadratiche  fra  sole  funzioni  dispari,  cioè  le 

C  <,  +  C'.  ^'o  —  <■  =0.  . 


che  corrisponde  alla  (16)  del  citato  Capitolo.  Quanto  alle  formole  corrispondenti  alle 
(13)  del  medesimo,  delle  quali  si  è  fatto  tanto  uso  in  posteriori  trasformazioni,  si  pos- 
sono ottenere  come  segue.  Per  la  prim^a  delle  stesse  (13)  si  avrà: 

^  -.2  ^54  +  ^  ^,4  -2;  4-  C  3  :j„  =  o  , 
essendo  A,  B,   C  tre  costanti.  Da  questa  mutando  z\  in  i\  +  7  si  ottiene  : 

J^^,  —  £:',.^,,  +  C3,,3.^  =  o; 
pongasi  nell'una  e  nell'altra  v^  =  i'^  =:  o  ed  osservando  che  ha  luogo  identicamente  la 

c'cl-c^cl^cl^cl^, 
si  hanno  tosto  i  valori  di  A,  B,  C  che  danno  : 

!c,c,  à,,  3,    -j-  r    e,.  3,  i,,  —  e  r  3  3„  =  o  , 
>4  ,4  4,4. 

^..^4^-0   —  '.4^23=.  ;  =.4  —  "o^..^4  FO- 
COSI n.lla 

f  o  fo;  ^o  ^Oi   "f"    ^2  '-'li  ^2  ^2;   "-4  "^45  ^4  ^43    =^   °  » 

sostituendo   v  -\ "  ,  i'   -\-  '"  alle  v  ,  v, ,  le  ~„ ,  3„, ,    3, ,    3,, ,    s, ,    s„ 

.1  2  '       2     I  2  .'2'  o.       o,  >        2>        2,'        4'        43 


diventano  rispettivam.ente  : 


I  1 
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e  per  ciò  la  superiore  si  trasforma  nella 

'-o  '-05  ^o.  ^24   '^i  '^25  ^12  ^04  +   ^^4  ^^4;  ^14  ^02   =^   0  • 

Collo  stesso  metodo  si  ottengono  le  sessanta  equazioni  biv]uadratiche  delle  quali  si  è 
dim.ostrata  l'esistenza  al  Capitolo  II.  Come  si  è  notato  esse  si  distinguono  in  quindici 
gruppi  ciascuno  composto  di  quattro  equazioni,  per  le  quali  i  valori  dei  coefEcienti  non 
mutano  che  di  segno.  Ora  siccome  questi  coefficienti  sono  appurato  in  numero  di  quat- 
tro, dalle  quattro  equazioni  di  un  gruppo  si  potranno  dedurre  i  valori  dei  coefficienti 
ponendo  nelle  medesime  v^  =  v,  =  o.  La  equazione  biquadratica  che  corrisponde  alla 
(20)  del  Capitolo  II  è  la 

s  o  =  ^^  +  ^:  +  ^^,  +  =^,  +  2 a (.'.i  +  .:^ .;;)  +  2 b (.':.:,  +  :.:^^:) 
(13) 

r  -f"  2  e  (3"  3:^  +  ^l  ^;"J  -f-  4  ^"  ^  ^o  ^ij^ji  ' 

nella  quale  a,  b,  e,  k  sono  coefficienti  a  determinarsi.  Per  le  (69)  del  precedente  Ca- 
pitolo   risulta   che,  sostituendo    a   i\  ,  v^  :  dapprima  v^  -|~  '"  "*" — -  ,  v^  -\ '-^^ — —  ; 

poi  V   -J — ~  ,   I'   H — —  ;  infine  v   -J ,  v,  -\ — —  ,  le  funzioni  3 ,    :3  ,    3    ,    ^ 

f  '       '  2  '  2  '       '  2  ^       '         2  '  oJ  ,2»  i4 

diventano  : 

^2;  3,4  !J,;  t324 


(14) 


G,  '  G, 


quindi  dalla  equazione  biquadratica  superiore  se  ne  dedurranno  altre  tre  della  stessa 
forma  e  coi  medesimi  coefficienti  ;  la  prima  fra  le  funzioni  j^,  ,  3^^ ,  s^, ,  s^^  nella 
quale  i  coefficienti  h,  e  mutano  di  segno  ;  la  seconda  fra  le  funzioni  ìs^ ,  Sr^^ ,  ^  ,  2r, 
nella  quale  mutano  di  segno  a,  e,  k;  la  terza  fra  3^^ ,  ìj^  ,  s^^ ,  s^  mutando  di  segno 
a,  b,  k.  Ponendo  nelle  quattro  equazioni  v^  ^  v^  =  o,  le  ultime  tre  danno  pei  va- 
lori di  a,  b,  e  : 

C\,    +     ^2,  ^     ^  gp,     +     <  ^     ^  '1     +     ^C. 

2C^^C^j     '  2(;^,C^      '  2f^f^_       ' 

ossia  per  le  (2)  : 

2\  2[X        '  2V        ' 

da  cui:  ^^__  

\  =  a-\-  ^a'  —  I  ,        (A  =  è  -|-  l/è'  —  I  ,        V  =  e  +  |/c'  —  I  , 


446 


SULLA    TEORICA    DELLE    FUNV.ION'I    [PERELLITTICHE    DI    PRIMO    ORDINE. 


le  quali  stabiliscono  per  \  [a,  v  il  significato  di  cui  si  è  fatta  menzione  nel  paragrafo 
primo  di  questo  Capitolo  e  precedentemente  nel  Capitolo  VII  colle  equazioni  (  1 6).  De- 
terminate cosi  a,  b,  e,  il  coefficiente  k  si  ricava  dalla  prima  equazione  e  trovasi  : 


che  dà  : 


Z-KY-.k  =  -  (Aav  _  ,y  (X  -avy  (a  -  v  ).y  (v  -  )...f 


a'  -\-  h'  -\-  r  —  labe  —  i , 


come  si  è  e;ià  dimostrato. 


3.  Le  relazioni  differenziali  fra  le  funzioni  iperellittiche  stabilite  al  Capitolo  HI 
conducono  ad  altrettante  relazioni  fra  le  funzioni  theta.  Scegliamo  fra  esse  le  tre  se- 
guenti. Al  paragrafo  terzo  di  quel  Capitolo  si  è  dimostrata  l'esistenza  della  relazione  : 


dp,        dp, 

àplr  dp^      ! 

du,        du. 


PrsP.mPr, 


Supponiamo  r:=i,  1: 
si  ha  : 


=  3,  s  =  o,  m=  2,  ;-'-=: 4  ;  ponendo  nella  medesima  u^  ■. 


per  essere 


m.: 


o.  Siano  ora 


nelle  quali  C, ,  C,. ,   C,„ ,  ...  sono    le    rispettive    costanti.    Determinando    le  costanti 
stesse  nel  modo  indicato  al  paragrafo  primo,  si  ottiene 

c,„c„c, 


C.C, 


essendo,  come  sopra,  e  =  à  (0)  ;  ma  : 


dv,        dv. 
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si  avrà  cosi: 


d  V,        d  i\        d  V 

dj_    di^    ar 

dv.        dv.        dv 


Se  in  questa  si  pongono  v,  =  v^  =  o ,  si  deduce  la 


come    si    è    dimostrato    al    paragrafo    primo.    Questa    e    le    analoghe,  pei    valori    di 
e,  c,^,  ...  I   -^    '   I   ,  ..,  dati  dalla  (58)  del  Capitolo  precedente,  danno: 


m 


Evidentemente  si  avranno  quindici  relazioni  analoghe  a  ciascuna  delle  superiori  quante 
sono  le  combinazioni  a  due  a  due  delle  derivate  delle  funzioni  pari. 
In  secondo  luogo,  posto 

dalle  equazioni  (12)  dello  stesso  Capitolo  III  si  hanno  le 


(15) 


d-^   di 

dv,     dv^ 

dF 

dw     dw 
dv,     dv^ 

dF 

dv,     dv^ 

dw     dw 
dv,     dv^ 

dy  ' 

dy      dy 
dv,     dv^ 

-""di' 

d-^      di 

dv,     dv^ 

dw 


essendo  F  il  secondo  membro  dell'equazione  superiore  (13)  diviso  per  3'*.  Per  queste, 

indicando  con    >   (  +  a„  ^r-^  -^^  |  il  determinante 
Z_  \        °  dv,   àv^j 


15°. 
dv, 

dv. 


a^.,  d~, 

dv,  dv 

dz,^  d^ 

dv.  dv 
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si  hanno  le 


dF 

'    dz 


dF 

dF 
dz.. 


Per  determinare 
esempio  : 


operi  sopra  queste  con  una  delle  sostituzioni    (14);   si   avrà,  per 
d. 


d<l> 

dz.. 


supposto  <I>  =:  0  essere  la  equazione  biquadratica  che  corrisponde  alla  prima  sostituzione. 
Ponendo  in  questa  v,  =^  v^  =  o,  si  ottiene: 


K  +  acl): 


ma  il  primo  membro  è  eguale  a  ~'c^c^c^,c^.^;  quindi,  sostituendo   pel  coefficiente  a  il 
suo  valore,  si  ha  : 

2     '        c^'j  —  c]^ 
Infine  dalle  relazioni  (18),  (20)  dello  stesso  Capitolo  III  si  ottengono  le  relazioni: 


Al 

dv, 

dw 
dv, 

dy_ 
dv, 


—  y 


dw 
dv, 

'  dv,  ~     '  dv^  ' 

d:^           dio               .    dy 
dv^       ^  d v^               "  d v 

1^ 

■  dv,  ^      '  dv^ 

die            dy              D    ^\ 
■>  dv^           dv^               °  dv 

di 

dv, 

,.  du'    .    ^   dw 
'di',          -  dv^ 

dy            d^              ,,   du 

-^jt-yjTT^-'^^jv 

dy_ 
dv^ 

di 
dv^ 

dw 


nelle  quali  y,  i,  w  sono  i  rapporti  delle  3  superiori,  e  le  .^^ ,  iJ^ ,  . .  .  sono  costanti 
di  cui  i  valori  si  possono  dedarre  da  quelh  delle  a^,  b^,  ...  di  quel  Capitolo  od  an- 
che ottenere  direttamente.  Deducendole  nel  primo  modo,  risulta  dalle  (21)  del  Capi- 
tolo III: 

A'-AA,  =  i,         2  £.  C,  —  fi  C  —  fi   C  =  2a  , 


2  C,A,  -C^A^—  C^A^ 
2  AB,  —AB,  —  AB,, 


2b, 
2  C  . 
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Moltiplicando  la  prima  delle  equazioni  superiori  per  -5 —  ,  la  seconda  per  —  -^-^  , 
e  sommando,  si  giunge  per  le  (15)  alla 

W^^V,       A    5y     5v     ,     .l'dyV  {    dF    ,         dF\ 

^" (ai;)  +  ^^- T^  at  +  "^^at;  =  -  "H^-^  +  " '5^)  ' 

ed  analogamente  : 

Così  derivando  la  prima  delle  superiori  rispetto  a  t\  e  la  seconda  rispetto  a  t'^ ,  e  sottraendo,  si 
ottiene  : 

"   dv]     '  '  di\dv^  -    di'i  dy 

ed  analoghe  per  :;^  e  w.  Si  riproducono  cioè  le  (24),  (25),  (26),  (27)  del  Capitolo  III, 
sostituendo  alle  a^,  b^,  c^  ,  ...  le  A^,  B^,  C^,  .  .  .  ,  scrivendo  4  r  w  in  luogo  di  r, 
e  prendendo  le  derivate  rispetto  a  i', ,  v^ . 

Di  maggiore  interesse  è  l'analoga   trasformazione  per  le  relazioni   (29),  (30)  del 
cinto  Capitolo.  Posto 


si  hanno  le 


4(0 


e  quindi,  pei  valori  di  a^, ,  x^ ,  a^  dati  dalle  (22)  del  Capitolo  III,  supposto  /,  (x) 
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/j  (a)  =  X ,  si  Ottengono  per  le  (3),  (8)  le  seguenti  : 
^~  4'       "f       l  dv.    }^\  .dv,  ;„' 

Nello  stesso  modo  si  giunge  alle 

ed  alle  analoghe  per  5_  ,  C,  ;  5^ ,  C^  . 

Questi  coefficienti  J^,  B^,  C^,  ...  sostituiti  ordinatamente  agli  a^ ,  3^ ,  y^ ,  ... 
in  tutte  le  relazioni  (29),  (30)  sopra  menzionate  conducono  alla  trasform.azione  delle 
relazioni  stesse. 


Capitolo  X. 
Di  alcune  formole  d'addizione  per  le  funzioni  theta. 

I.  Le  formole  di  addizione  per  le  funzioni  theta  si  deducono  facilmente  dalle 
corrispondenti  del  Capitolo  VII  relative  alle  funzioni  iperellittiche.  Per  ciò  nel  presente 
Capitolo  ci  limiteremo  ad  indicare  quelle  che  conducono  a  relazioni  non  ancora  note. 
Ed  incominciando  dalle  funzioni  dispari,  notiamo  dapprima  come  dalle  relazioni  (14) 
di  quel  Capitolo  si  deducano  le  seguenti  : 


(0 


^\  (:^+-'>, 

v-vy 

«^^^.e^'+'^'O^, 

y-vy 

C-:,.^  (v+tO=, 

(.-.') 

^^^.,^•+'^0^., 

[v—vy 

c'^o(^^'+^')^o 

[v-vy 

\c\X^^-+''-'-K. 

:t.-to- 
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nelle  quali  si  è  sempre  scritto  sr  (i')  in  luogo  di  is  (i'^ ,  v^).  Poniamo  in  queste    relazioni 
e  per  una  qualsivoglia  delle  funzioni  i  dispari  : 


Ponendo  inoltre 

indicando  con  D  il  determinante 


e  moltiplicando  il  determinante  stesso  per 


D  = 


—  y 
y 

—  y^ 

—  y> 


—  y,  X,  t,  — 
i^  — . 
f     — 


si  ottiene,  per  la  prima  delle  relazioni  superiori  : 
o        S„.      S„ 


D' 


^  (^.)  =  ', . 


nella  quale  il  simbolo  S  è  applicato  alia  funzione  ^,  .  Ma  il  secondo  membro  della  e- 
quazione  superiore  è,  come  è  noto,  un  quadrato  ;  si  avrà  cioè  : 


(2) 


c^(S^S^.-\-S^.S^^  +  S.JJ=^D. 


Ora  applicando  il  simbolo  S  alla  funzione  ":r,, ,  per  la  seconda  delle  relazioni  (i)  si  de- 
vono nel  determinante  D  permutare  le  y,  i,  t  nelle  :^,  /,  jy  ;  e  cosi  applicandolo  alla 
funzione  2j    permutare  le  y,  :^,  t  nelle  t,  y,  i;  ma  siccome   queste   permutazioni    non 
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modificano  il  valore  od  il  segno  di  D,  si  avrà  che  la  equazione  (2)  sussiste  per  le  ore 
funzioni  j,  ,  à,, ,  ^^ . 

Evidentemente  la  stessa  proprietà  ^avrà  luogo  per  le  tre  funzioni  3^^ ,  3^^ ,  3^^  e 
per  un  determinante  A  dedotto  dal  D  sostituendo  alle  v,  :(,  (  le  3^^,  3^„ ,  3^^.  Ma  se 
si  moltiplica  il  determinante  D  pel  determinante 


C^ 


si  ottiene,  per  le  relazioni  (io)  del  Capitolo  precedente  : 

CD  =  c'a, 
ma   C  =^  é',  quindi  A  =  £). 

Ne  risulta  che  le  sei  espressioni,  le  quali  si  deducono  dal  primo  membro  della 
equazione  (2)  applicando  il  simbolo  5  alle  sei  funzioni  r  dispari,  sono  eguali  fra  loro, 
e  ciascuna  eguale  al  determinante  D  =  A. 

Operando  analogamente  si  giunge  a  quest'altro  risultato.  Si  consideri  un  determi- 
nante del  sesto  ordine  pel  quale  gli  elementi  di  ciascuna  linea  sieno 


per  r  =  0,  I,  2,  3,  4,  5  ;  e  lo  si  moltiplichi  pel  determinante  in  cui  gli  elementi  delle 
corrispondenti  linee  sono 

si  avrà  per  le  sei  r  dispari  : 


o         5„,       S,^ 
5,„      0         S,. 


S,„      5..       S.,  .  .  .  0 

0  =  5„  (S,,  S^.  4-  S..  5^,  +  5.,  5^.)  +  S,„  (S..  S^.  +  S..  S  ,  +  S.,  SJ 

(3)      ■;       +  ^o;  (5..  5  ,  +  S,^  S^,  +  S^,  SJ  +  S^„  (5„  5^,  +  5,^  S^.  +  S^.  5, J 
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2.  Ponendo  per  brevità  s^^ (i'| ,  v'J  =  0,^ ,  e 

z  =  ì;^  e^  +  3=  01  -\-  3^  e;^  +  ^f^  9^ , 

^F  =  -j.;^  6^  +  3=  e^^  4-  à^  9;^  +  ;j^^  9^ , 
le  (17),  (18)  del  Capitolo  VII  conducono  alle  seguenti: 

/  .^D  .  (v  +  v')  .  (.._t.')=0.y.v+OA'+(A  +  [.v)F+Ca  +  v>OZ+(v  +  V)ff^, 

\  vD  .„  (-.  +  t;')  .„  (z;_x,')=  (>.4-;.v)X+(a:.v+  i)  r+ (v+ A;.) Z+(;.+v1)  fF, 
(4)< 

essendo  D  =  (}■'  —  i)  C"-^  —  0  ("''  —  i)  ed  £  la  quantità  che  figura  nelle  equazioni 
(2)  del  precedente  Capitolo.  Queste  relazioni  si  ponno  evidentemente  dedurre  l'una 
dall'altra  sostituendo  '^,  -f-  -7  oppure  i',  -f-  -7 ,  0  l'uno  e  l'altro  insieme,  a  i\  ,  v^ .  Re- 
lazioni analoghe  si  possono  ottenere  per  le  altre  funzioni  :;  pari  ;  ma  ne  esiste  una  di 
carattere  generale  degna  di  considerazione. 

Si  formino  per  mezzo  delle  relazioni  (9)  del  Capitolo  precedente  le  espressioni 
~2;  ^2;  >  •'u  ^14  >  ■  •  •  >  ^^  Otterranno  altrettante  equazioni  quante  sono  le  (9),  i  secondi 
membri  delle  quali  sono  funzioni  dei  quadrati  di  j,  z^,  is^^,  3.^;  9,  9^,  9_, ,  9,^. 

Posto 

(  P^  =:,'<)'  -\-  :z;  9^  +  :zl^  H]^  +  3^^  9^^  ,        P,  =  :;^  9=  +  3^  9^  —  j,\  6;^  —  3^^  9^^  , 

(p^  =  :z'0'  —  :!i hi  -j- 13,^  9;^  —  s:^ 9:^ ,     p_^s'b'  —  3^ 9^  —  3,\ 9;^  -j-  3?^ 0',^ , 

si  indichino  con  0„ ,  0, ,  O, ,  Q^;  R^,  R^  ,  R^,  R,;  S„ ,  S^ ,  S^,  S.  le  analoghe 
espressioni  ottenute  sostituendo  alle  3,  3^,  3_^,  ir,^  rispettivamente  le  s,,,  ii^^,  3^,,  j^^; 
■'4  '  ~'o4  '  -'o;  '  -^i  >  ^01  >  •'i  >  ~o2  '  -'z  j  "^  '^"^^  P^"^  ^^  ^-  ^^  hanno  con  facile  calcol.izione  le 
sedici  relazioni  : 
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(0 


4  c^  3    (v  4-  V-)  à    (v  —  V-)  =  P^  -}-  (3_^  4-  i?^  -f  s„ , 
4  ci  =^0  (f  -I-  r')--„  (v  -  t;')  =  P^  +  Q_,  _  i?„_S„, 

4  f ,.  ^w  (^  +  ^')  ^'.  (^'   —  ^0   =  -Po  —   Qo  +   ^o  —  •^o  . 

4  ci  ^,^  {v  +  -.')  .^ ,  (f  _  t.')  =  P„  -  (2„  _  /^^  +  S„ , 

4  ^;,  ^.,  (f  +  ^')  ^.,  (V  -  tO  =  i'.  +  Q,  +  ^.  +  5,  , 
4f:,^„(-^'  +  v-)^,,^v  -  x-')  =  P.  +  Q,  _  i?.  _  S,  , 

o  =  P,  —  Q,  —  R,  +  S,, 

4  ^I  ^  (-^'  +  ^0  ^  (^  -  V)  =  P^  4-  o,  +  i?,  +  s, , 

0  =  -P,  +  2.  —  -R.  -  5, , 

4^:  ^'oiC^  +  ^')^o,(^  -  "^')  =  P.-Q.  +  R.-s,, 

0  =  -P.  —  2.  —  -K.  +  5, , 

4  f^.  ^o,  (.y  +  ^')  ^o.  (^  -  -^0  =  P.,  +  Q;+  R.,  +  s.^, 
o  =  P,-\-  Q,  —  R,-S., 
o  =  P,  —  Q.  +  R.  —  S., 

4c: .,  (v  + 1^')-.  c-^'- -^')  =  P, -  Q^ - ^,+  5^ . 

Da  queste  relazioni  si  deducono  tosto  le  reciproche.  Infatti,  essendo  per  le  (5) 
4i^e^  =  P^-|-P,  +P^4-Pj, 


SI  avrà  : 
(7) 


^C:^XV  +  V')K(:V-V'): 


la  sommatoria  estendendosi  alle  dieci  funzioni  theta  pari  ;  ed  analogamente  per  le  altre 
espressioni  della  stessa  specie. 

Supponendo  v'  =  f  le  formole  (6)  danno    quelle  per  la  duplicazione   delle    fun- 
zioni theta  pari  ;  le  (7)  quelle  della  bisezione  per  tutte  le  funzioni  theta. 


[Tn.]  [G. 
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